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Σν Γίιεκκα ησλ Πξνβιεκάησλ Αθξνηάησλ ζηε Γεσκεηξία:  

Ναη ή Όρη ζηηο Παξαγώγνπο; 
 

Βαγγέιεο Μνπξνύθνο 

Μαζεκαηηθόο 

Μνπζηθό ΢ρνιείν Αγξηλίνπ 

emouroukos@gmail.com 

 

 

Πεξίιεςε  

Σα πξνβιήκαηα εχξεζεο αθξνηάησλ ζπλήζσο αληηκεησπίδνληαη, ζε ζρνιηθφ επίπεδν, 

κε ρξήζε ηνπ Γηαθνξηθνχ Λνγηζκνχ. Δίλαη, φκσο, πάληνηε απηή ε βέιηηζηε κέζνδνο, 

ή κήπσο νη ζηνηρεηψδεηο κέζνδνη κε ρξήζε αιγεβξηθψλ αληζνηήησλ είλαη, κεξηθέο 

θνξέο, απινχζηεξεο;  Δηδηθφηεξα, φηαλ αληηκεησπίδνπκε πξνβιήκαηα αθξνηάησλ ζηε 

Γεσκεηξία, κήπσο νη ακηγψο γεσκεηξηθέο κέζνδνη είλαη αθφκε απινχζηεξεο; 

Παξνπζηάδνληαο θιαζηθά παξαδείγκαηα πξνβιεκάησλ εχξεζεο αθξνηάησλ ζηε 

Γεσκεηξία, φπσο ην Πξφβιεκα ηνπ Ήξσλα (κε ηηο παξαιιαγέο ηνπ), ην πξφβιεκα 

εχξεζεο ηνπ ζπληνκφηεξνπ νδηθνχ δηθηχνπ (δηθηχνπ Steiner) θαη έλα πξφβιεκα 

δίπισζεο θχιινπ ραξηηνχ, δίλνπκε ιχζεηο θαη κε ηα ηξία είδε κεζφδσλ (φπνπ απηφ 

είλαη εθηθηφ) θαη ηηο ζπγθξίλνπκε σο πξνο ηελ απιφηεηά ηνπο. Κάπνηεο θνξέο ε 

παξάγσγνο είλαη ε θαιχηεξε επηινγή, θάπνηεο άιιεο φκσο φρη. 

 

Δηζαγσγή 

Όζνη δηδάζθνπκε Μαζεκαηηθά ζην Γπκλάζην θαη ζην Λχθεην έρνπκε ζίγνπξα 

βηψζεη ηελ αληίδξαζε ησλ καζεηψλ φηαλ ηνπο δίλνπκε λα ιχζνπλ έλα πξόβιεκα, απφ 

πξφβιεκα κε πνζνζηά ζηελ α΄ Γπκλαζίνπ έσο πξφβιεκα ξπζκνχ κεηαβνιήο ζηε 

Γ΄Λπθείνπ:  

«Όρη πξόβιεκα! Δίλαη δύζθνιν! Να κε βάιεηε ηέηνην ζηηο εμεηάζεηο!» 

΢πλήζσο ν δάζθαινο, πξνβιέπνληαο ην απνηέιεζκα, ππνλνεί φηη δε ζα δεηεζεί 

πξφβιεκα ζε κηα γξαπηή εμέηαζε θαη «πεξλάεη» ηελ αληίζηνηρε ελφηεηα ζρεηηθά 

γξήγνξα... Οη καζεηέο εμεηάδνληαη ζε «θαλνληθέο» αζθήζεηο θαη φια βαίλνπλ θαιψο, 

ψζπνπ έξρεηαη ν αηθληδηαζκφο: 

 

Παλειιαδηθέο Εμεηάζεηο ζηα Μαζεκαηηθά Πξνζαλαηνιηζκνύ (11-6-2018) Θέκα Γ: 

«Έρνπκε έλα ζύξκα κήθνπο 8 m, ην νπνίν θόβνπκε ζε δύν ηκήκαηα. Με ην έλα από 

απηά, κήθνπο  x m, θαηαζθεπάδνπκε ηεηξάγσλν θαη κε ην άιιν θύθιν.  

Γ2. Να απνδείμεηε όηη ην άζξνηζκα ησλ εκβαδώλ ησλ δύν ζρεκάησλ ειαρηζηνπνηείηαη, 

όηαλ ε πιεπξά ηνπ ηεηξαγώλνπ ηζνύηαη κε ηε δηάκεηξν ηνπ θύθινπ». 
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... Πξφβιεκα ινηπφλ! Καη κάιηζηα πξφβιεκα εύξεζεο αθξνηάηνπ! Καη, ζαλ λα κελ 

έθηαλε απηφ, πξφβιεκα Γεσκεηξίαο! Σξία θαθά καδεκέλα ... 

Σα απνηειέζκαηα είλαη γλσζηά (θαη κάιινλ αλακελφκελα). Παξά ην γεγνλφο φηη 

ην εξψηεκα ππάξρεη απηνχζην ζην βηβιίν «Μαζεκαηηθά θαη ΢ηνηρεία ΢ηαηηζηηθήο» 

ηεο Γ΄ Λπθείνπ (Άζθεζε 6, ζει. 46) θαη ζην πξνεγνχκελν εξψηεκα Γ1 έρεη δνζεί 

ζηνλ εμεηαδφκελν ε ζπλάξηεζε πνπ εθθξάδεη ην πξνο ειαρηζηνπνίεζε άζξνηζκα 

εκβαδψλ, πνιινί - ίζσο νη πεξηζζφηεξνη - ππνςήθηνη δελ αζρνιήζεθαλ θαζόινπ κε ην 

εξψηεκα απηφ! Αξθεηνί δελ γλψξηδαλ ηνπο ηχπνπο γηα ην κήθνο θχθινπ θαη ην 

εκβαδφλ θπθιηθνχ δίζθνπ.... Πέξα απ‟ απηφ, ε ζπλάξηεζε ηεο νπνίαο δεηήζεθε ην 

ειάρηζην είλαη ηξηώλπκν 2
νπ

 βαζκνύ θαη άξα ε εχξεζε ηνπ ειαρίζηνπ κπνξεί λα γίλεη 

αιγεβξηθά, φπσο δηδάζθνληαη νη καζεηέο ζηελ Α΄ Λπθείνπ (§ 7.3 ηνπ ΢ρνιηθνχ 

Βηβιίνπ Άιγεβξαο), ρσξίο ρξήζε παξαγψγσλ. 

 ΢ε ηέηνηεο θαηαζηάζεηο εγείξνληαη εξσηήκαηα δχν ηχπσλ: 

 «Σίο πηαίεη;» (θαηά Υαξίιαν Σξηθνχπε) 

 «Ση λα θάλνπκε;» (θαηά Β. Η. Λέληλ). 

Ζ απάληεζε ζην πξψην εξψηεκα κπνξεί λα δνζεί αλ αλαηξέμνπκε ζην λφεκα πνπ 

απνδίδεη ν G. Pólya ζηνλ φξν «πξφβιεκα»: «Έρσ έλα πξόβιεκα ζεκαίλεη όηη αλαδεηώ 

ελζπλείδεηα ηελ θαηάιιειε ελέξγεηα γηα λα επηηύρσ έλαλ ζηόρν, ν νπνίνο είλαη πιήξσο 

θαηαλνεηόο, αιιά όρη άκεζα επηηεύμηκνο». Δπίζεο, αλαθέξεη φηη «θάζε πξόβιεκα, εμ 

νξηζκνύ, εκπεξηέρεη έλα βαζκό δπζθνιίαο· όπνπ δελ ππάξρεη δπζθνιία, δελ ππάξρεη 

πξόβιεκα» [Pólya (2001), ζει. 145]. Αλ ε εγγελήο δπζθνιία ησλ πξνβιεκάησλ 

ζπλδπαζηεί κε ηελ ηάζε ησλ πεξηζζφηεξσλ απφ ηνπο δηδάζθνληεο λα αθνινπζνχλ ηελ 

«νδφ ηεο ειάρηζηεο αληίδξαζεο-αληίζηαζεο» ζηελ εμέηαζε ησλ καζεηψλ θαη 

εηδηθφηεξα κε ηελ, εδψ θαη ρξφληα, δξαζηηθή ππνβάζκηζε ηεο Γεσκεηξίαο ζε φιεο ηηο 

βαζκίδεο ηεο Δθπαίδεπζεο, κπνξεί λα δνζεί κηα απάληεζε ζην ηξηθνχπεην εξψηεκα: 

θηαίεη ν ηξφπνο δηδαζθαιίαο θαη εμέηαζεο ησλ πξνβιεκάησλ ζηε ζρνιηθή ηάμε. 

 Ζ απάληεζε ζην δεχηεξν εξψηεκα δελ είλαη εχθνιν λα δνζεί. Έλαο ιφγνο είλαη φηη 

νη πεξηνξηζκνί πνπ ηίζεληαη ζηνπο ζπληάθηεο ησλ Αλαιπηηθψλ Πξνγξακκάησλ θαη 

ζηνπο δαζθάινπο πνπ θαινχληαη λα ηα πινπνηήζνπλ ζηελ ηάμε είλαη αζθπθηηθνί. 

΢ίγνπξα, ε εκθάληζε πξνβιεκάησλ ζε ζέκαηα εμεηάζεσλ είλαη ζηε ζσζηή 

θαηεχζπλζε («φ,ηη δελ εμεηάδεηαη, πεζαίλεη», φπσο δηδάζθεη ην παξάδεηγκα ηεο 

Γεσκεηξίαο). Πξέπεη, φκσο, λα κελ γίλεηαη απνζπαζκαηηθά θαη πξνο αηθληδηαζκφ ησλ 

εμεηαδφκελσλ, αιιά λα δνζεί έκθαζε ζηε δηδαζθαιία ηνπο κέζα απφ αλάζεζε 

ζρεηηθψλ εξγαζηψλ ζηνπο καζεηέο. Δπίζεο, σθέιηκε είλαη ε παξνπζίαζε 

ελαιιαθηηθώλ ηξόπσλ επίιπζεο ελφο πξνβιήκαηνο, ρξεζηκνπνηψληαο φρη κφλν 

εξγαιεία ηεο Αλάιπζεο, αιιά ηεο Άιγεβξαο θαη ηεο Γεσκεηξίαο. Θα παξνπζηάζνπκε 

παξαθάησ ζπγθεθξηκέλα (γλσζηά) πξνβιήκαηα εχξεζεο αθξνηάησλ ζηε Γεσκεηξία, 
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φπνπ ε ρξήζε ηνπ θαηάιιεινπ «εξγαιείνπ» απινπνηεί ζεκαληηθά ηε δηαδηθαζία 

επίιπζεο. 

 Ζ πξνζσπηθή καο πξνηίκεζε είλαη πξνο ηηο «ζηνηρεηψδεηο» κεζφδνπο ηεο 

Άιγεβξαο θαη ηεο (΢πλζεηηθήο) Γεσκεηξίαο. Ζ εκπεηξία ηεο δηδαζθαιίαο ηεο 

Αλάιπζεο ζηε Γ΄ Λπθείνπ έρεη δείμεη φηη νη πεξηζζφηεξνη καζεηέο ρξεζηκνπνηνχλ ηηο 

κεζφδνπο ηνπ Γηαθνξηθνχ Λνγηζκνχ κεραληθά, πεξίπνπ ζαλ ζπληαγέο καγεηξηθήο, 

ρσξίο λα θαηαλννχλ ηη πξαγκαηηθά θάλνπλ. Ζ εγγελήο δπζθνιία θαηαλφεζεο ηεο 

δνκήο ηνπ ζπλφινπ r  ησλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ θαη ηεο ζεκειηψδνπο έλλνηαο ηνπ 

νξίνπ, ζε ζπλδπαζκφ κε ηελ ειαρηζηνπνίεζε ηεο δηδαζθαιίαο ησλ απνδείμεσλ ησλ 

βαζηθψλ ζεσξεκάησλ ζηα Μαζεκαηηθά ηεο Γ΄ Λπθείνπ έρνπλ πξνθαιέζεη ηελ 

«εξγαιεηνπνίεζε άλεπ θαηαλνήζεσο» ηνπ Γηαθνξηθνχ Λνγηζκνχ θαη ησλ ιπθεηαθψλ 

Μαζεκαηηθψλ γεληθφηεξα. Αληίζεηα, εξγαιεία ηεο ζηνηρεηψδνπο Άιγεβξαο θαη 

Γεσκεηξίαο, πην «παηγληψδε» θαη πξνζηηά ζηνλ καζεηή, κπνξνχλ πνιιέο θνξέο λα 

δψζνπλ θνκςφηεξεο θαη απινχζηεξεο ιχζεηο. Φπζηθά, ππάξρνπλ θαη πεξηπηψζεηο 

φπνπ ν Γηαθνξηθφο Λνγηζκφο (κηα απφ ηηο πςειφηεξεο επηλνήζεηο ηνπ αλζξψπηλνπ 

πλεχκαηνο) είλαη αζχγθξηηα πην απνηειεζκαηηθφο θαη ε ρξήζε ηνπ (ζρεδφλ) 

αλαπφθεπθηε.  

 Με ηα παξαδείγκαηα πνπ αθνινπζνχλ, ειπίδνπκε λα γίλεη αληηιεπηφ φηη ε 

απάληεζε ζην εξψηεκα  

«Ναη ή Όρη ζηηο Παξαγώγνπο;» 

εμαξηάηαη απφ ηε θχζε ηνπ ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ πξνβιήκαηνο θαη ελαπφθεηηαη ζηνλ 

δηδάζθνληα ε εχξεζε θαη αλάδεημή ηεο. 

 

Σα Βαζηθά Δξγαιεία γηα ηελ Δύξεζε Αθξνηάησλ 

Α. Αλάιπζε 

Σν ζεσξεηηθφ ππφβαζξν ηεο εχξεζεο αθξνηάησλ κε ηε βνήζεηα ηνπ Γηαθνξηθνχ 

Λνγηζκνχ είλαη ην  

 

Θεώξεκα ηνπ Fermat: Αλ κηα ζπλάξηεζε f  είλαη παξαγσγίζηκε ζε έλα εζσηεξηθό 

ζεκείν 0x  ελόο δηαζηήκαηνο   θαη παξνπζηάδεη ηνπηθό αθξόηαην ζην 0x , ηόηε ηζρύεη 

 0 0f x  . 

 

Σν Θεψξεκα ηνπ Fermat δίλεη κηα αλαγθαία ζπλζήθε γηα ηελ χπαξμε ηνπηθνχ 

αθξνηάηνπ, ε νπνία φκσο δελ είλαη ηθαλή. Δπίζεο, δελ απνθαίλεηαη γηα ην είδνο ηνπ 

αθξνηάηνπ (κέγηζην ή ειάρηζην). Έηζη, ρξεηάδεηαη λα ζπκπιεξσζεί κε θάπνην 

θξηηήξην, ην νπνίν λα εμαζθαιίδεη ηελ χπαξμε ηνπ αθξνηάηνπ θαη λα δειψλεη ην είδνο 

ηνπ (Κξηηήξην Πξψηεο ή Γεχηεξεο Παξαγψγνπ). 
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Β. Άιγεβξα 

Ζ αιγεβξηθή εχξεζε αθξνηάησλ γίλεηαη ρξεζηκνπνηψληαο βαζηθέο αληζόηεηεο. 

Αλαθέξνπκε δχν απφ απηέο, κε κεγάιν εχξνο εθαξκνγψλ: 

 

1. Αληζόηεηα Αξηζκεηηθνύ – Γεσκεηξηθνύ Μέζνπ: Γηα νπνηνπζδήπνηε κε 

αξλεηηθνύο αξηζκνύο 1 2, , , nx x x  ηζρύεη  

1 2
1 2

n n
n

x x x
x x x

n

  



 , 

κε ην ίζνλ λα ηζρύεη αλ θαη κόλν αλ 
1 2 nx x x   . 

 

΢ε παιαηφηεξα βηβιία Άιγεβξαο θαη Γεσκεηξίαο ρξεζηκνπνηνχληαλ ζπζηεκαηηθά 

νη αθφινπζεο ζπλέπεηεο ηεο παξαπάλσ αληζφηεηαο: 

 Αλ ην άζξνηζκα 1 2 nx x x   είλαη ζηαζεξφ, ηφηε ην γηλφκελν 1 2 nx x x  γίλεηαη 

κέγηζην, φηαλ νη (κε αξλεηηθνί) αξηζκνί 1 2, , , nx x x  είλαη ίζνη. 

 Αλ ην γηλφκελν 1 2 nx x x  είλαη ζηαζεξφ, ηφηε ην άζξνηζκα 1 2 nx x x    γίλεηαη 

ειάρηζην, φηαλ νη (κε αξλεηηθνί) αξηζκνί 1 2, , , nx x x  είλαη ίζνη. 

Σηο πεξηζζφηεξεο θνξέο ρξεηαδφκαζηε ηελ αληζφηεηα αξηζκεηηθνχ-γεσκεηξηθνχ 

κέζνπ γηα  2,3,4n , νπφηε ε απφδεημή ηεο είλαη ζρεηηθά απιή θαη πξνζηηή ζηνλ 

καζεηή. 

 

2. Αληζόηεηα Cauchy-Schwarz: Γηα νπνηνπζδήπνηε πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο 

1 2, , , nx x x  θαη 1 2, , , ny y y  ηζρύεη: 

    
22 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 1 2 2n n n nx x x y y y x y x y x y             , 

κε ην ίζνλ λα ηζρύεη αλ θαη κόλν αλ ππάξρεη    ηέηνηνο, ώζηε i iy x  γηα θάζε 

1,2, ,i n  . 

 

Γηα 2n   ε  αληζφηεηα Cauchy-Schwarz κπνξεί λα απνδεηρζεί εχθνια κε 

εθηέιεζε ησλ πξάμεσλ. Δμάιινπ, ππάξρεη σο εθαξκνγή ζην ζρνιηθφ βηβιίν 

Μαζεκαηηθψλ Πξνζαλαηνιηζκνχ ηεο Β΄ Λπθείνπ: αλ  1 2,u x x


 θαη  1 2,v y y


, 

ηφηε, απφ ηνλ νξηζκφ ηνπ εζσηεξηθνχ γηλνκέλνπ δηαλπζκάησλ πξνθχπηεη άκεζα φηη 

 u v u v
   

,  δειαδή   2 2 2 2

1 2 1 2 1 1 2 2x x y y x y x y    , 

πνπ είλαη ε αληζφηεηα Cauchy-Scwharz γηα 2n  . 

 

Μηα γξήγνξε απφδεημε ηεο αληζφηεηαο Cauchy-Scwharz ζηε γεληθή πεξίπησζε 

είλαη ε αθφινπζε: Αλ 1 2 0nx x x    , ηφηε ε αληζφηεηα ηζρχεη πξνθαλψο (σο 
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ηζφηεηα). Τπνζέηνπκε φηη ππάξρεη  1,2, ,i n   ηέηνηνο, ψζηε 0ix  . Θεσξνχκε ην 

δεπηεξνβάζκην ηξηψλπκν  

       
2 2 2

1 1 2 2 n nf x y x y x y            

     2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 1 2 2 1 22n n n nx x x x y x y x y y y y               . 

Δπεηδή   0f    γηα θάζε  r , ε δηαθξίλνπζα   ηνπ παξαπάλσ ηξησλχκνπ είλαη 

κε ζεηηθή. Άξα,  

    
2 2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 1 2 1 24 0n n n nx y x y x y x x x y y y             
 

    

θαη ε αληζφηεηα Cauchy-Scwharz έπεηαη. 

 

Γ. Γεσκεηξία 

Ζ ζεκειηψδεο γεσκεηξηθή αληζφηεηα είλαη ε  

 

Αληζόηεηα ηνπ ηξηγώλνπ: Γηα νπνηαδήπνηε ζεκεία ,  ,      ηνπ επηπέδνπ, ηζρύεη 

  , 

κε ην ίζνλ λα ηζρύεη αλ θαη κόλν αλ ην   είλαη ζεκείν ηνπ επζύγξακκνπ ηκήκαηνο  . 

 

Ζ αληίζηνηρε ηδηφηεηα γηα ηέζζεξα ζεκεία είλαη ε 

 

Αληζόηεηα ηνπ Πηνιεκαίνπ: Γηα νπνηαδήπνηε (δηαθνξεηηθά αλά δύν) ζεκεία 

,  ,  ,       ηνπ επηπέδνπ, ηζρύεη ε αληζόηεηα  

  , 

κε ην ίζνλ λα ηζρύεη αλ θαη κόλν αλ είηε ηα ζεκεία ,  ,  ,       (κε απηή ηε ζεηξά) είλαη 

νκνθπθιηθά, είηε ηα ζεκεία ,  ,  ,       είλαη ζπλεπζεηαθά, κε αθξηβώο έλα από ηα 

,     λα βξίζθεηαη κεηαμύ ησλ ,    . 

 

Ζ απινχζηεξε απφδεημε ηεο αληζφηεηαο ηνπ Πηνιεκαίνπ γίλεηαη ρξεζηκνπνηψληαο 

ην κεηαζρεκαηηζκφ ηεο αληηζηξνθήο, ή αιιηψο ηεο ζπκκεηξίαο σο πξνο θύθιν κε 

θέληξν   θαη ηπραία αθηίλα r [Pedoe, (1970), ζει.90]: αλάγεηαη ζηελ αληζφηεηα ηνπ 

ηξηγψλνπ γηα ηα ζεκεία ,  ,       , πνπ είλαη νη εηθφλεο ησλ ,  ,      αληίζηνηρα σο 

πξνο ηελ παξαπάλσ αληηζηξνθή.  
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΢ρήκα 1: Θεώξεκα ηνπ Πηνιεκαίνπ 

 

Γηα κηα άιιε απφδεημε [Altshiller-Court, (2007), ζει.128], ζηελ πεξίπησζε πνπ ηα 

ζεκεία ,  ,  ,       είλαη θνξπθέο (θπξηνχ) ηεηξαπιεχξνπ,  ζεσξνχκε ζεκείν   ζην 

εμσηεξηθφ ηνπ ηεηξαπιεχξνπ   ηέηνην, ψζηε ηα ηξίγσλα   θαη ΑΓΓ λα είλαη 

φκνηα (΢ρήκα 1). Σφηε, είλαη 
  

 
  

.  Δπίζεο, ηα ηξίγσλα   θαη   

είλαη φκνηα, νπφηε 
 


 

. Δθαξκφδνληαο ηελ αληζφηεηα ηνπ ηξηγψλνπ γηα ηα 

ζεκεία ,  ,     , έρνπκε φηη  

 
   

 
, 

θαη ε αληζφηεηα ηνπ Πηνιεκαίνπ έπεηαη. Ζ ηζφηεηα ηζρχεη αλ θαη κφλν αλ ην ζεκείν 

  αλήθεη ζηελ επζεία  , νπφηε ην ηεηξάπιεπξν   είλαη εγγξάςηκν ζε θχθιν, 

αθνχ  . 

 

Μηα ρξήζηκε ζπλέπεηα ηεο αληζφηεηαο ηνπ Πηνιεκαίνπ είλαη ην παξαθάησ 

απνηέιεζκα: 

 

Θεώξεκα Pompeiu: Γηα θάζε ζεκείν   ζην επίπεδν ελόο ηζνπιεύξνπ ηξηγώλνπ  , 

ππάξρεη ηξίγσλν κε κήθε πιεπξώλ ίζα κε  ,   θαη  . Τν ηξίγσλν απηό είλαη 

εθθπιηζκέλν αλ θαη κόλν αλ ην ζεκείν   αλήθεη ζηνλ πεξηγεγξακκέλν θύθιν ηνπ 

ηξηγώλνπ  . 

 

Γηα ηελ απφδεημε εθαξκφδνπκε ηελ αληζφηεηα ηνπ Πηνιεκαίνπ γηα ηα ζεκεία 

,  ,  ,      : Αλ   είλαη ε πιεπξά ηνπ ηζνπιεχξνπ ηξηγψλνπ  , ηφηε  

      , 

κε ην ίζνλ λα ηζρχεη αλ θαη κφλν αλ ηα ζεκεία ,  ,  ,       (κε απηή ηελ ζεηξά) είλαη 

νκνθπθιηθά. 
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Γεσκεηξηθά Πξνβιήκαηα Αθξνηάησλ 

Σφζν ζηελ θαζεκεξηλή δσή, φζν θαη ζηηο εθαξκνζκέλεο επηζηήκεο εκθαλίδνληαη 

κε θπζηνινγηθφ ηξφπν πξνβιήκαηα αθξνηάησλ: πνιχ ζπρλά αλαδεηνχκε ην «βέιηηζην 

ηξφπν» γηα ηελ εθηέιεζε κηαο δηαδηθαζίαο θαη δηαπηζηψλνπκε, φπσο γιαθπξά 

δηαηχπσζε ν Euler, [Pólya (1954), ζει. 121] φηη: 

«... ηίπνηε δελ ζπκβαίλεη ζηνλ θόζκν απηό, ζην νπνίν έλα αίηην κεγίζηνπ ή ειαρίζηνπ δελ 

έξρεηαη ζην θσο». 

Ηδηαίηεξα ζπρλή είλαη ε εκθάληζε ηέηνησλ πξνβιεκάησλ ζηε Γεσκεηξία: εχξεζε 

ζπληνκφηεξεο απφζηαζεο, κέγηζηνπ εκβαδνχ ή φγθνπ. Γελ πξνθαιεί εληχπσζε φηη νη 

αξραίνη Έιιελεο είραλ αζρνιεζεί κε ηέηνηα πξνβιήκαηα, δίλνληαο δηαηζζεηηθέο ιχζεηο 

ζε πνιιά πξνβιήκαηα βειηηζηνπνίεζεο. Οη απζηεξέο καζεκαηηθέο απνδείμεηο (γηα 

παξάδεηγκα, ηνπ Ηζνπεξηκεηξηθνχ Πξνβιήκαηνο) ζα έπξεπε λα πεξηκέλνπλ... 

Δληνχηνηο, ζην πξψην πξφβιεκα πνπ ζα παξνπζηάζνπκε, νη αξραίνη Έιιελεο είραλ 

δψζεη πιήξε θαη θνκςή ιχζε. 

 

(I) Σν Πξόβιεκα ηνπ Ήξσλα 

Γίλεηαη επζεία   ηνπ επηπέδνπ θαη δύν ζεκεία   θαη   ζην ίδην εκηεπίπεδν πνπ νξίδεη 

ε  . Να βξεζεί ζεκείν   ηεο επζείαο   ηέηνην, ώζηε ε ηεζιαζκέλε γξακκή   λα 

έρεη ην ειάρηζην κήθνο. 

 

Σν πξφβιεκα απηφ ππάξρεη ζην ζρνιηθφ βηβιίν Γεσκεηξίαο ηεο Α΄ Λπθείνπ 

(Δθαξκνγή 4
ε
, ζει. 62), αιιά δελ αλαθέξεηαη σο πξφβιεκα ηνπ Ήξσλα (ζε αληίζεζε 

κε ηελ μελφγισζζε βηβιηνγξαθία), νχηε αλαδεηθλχεηαη ε ζεκαζία ηνπ. Θα 

παξνπζηάζνπκε ηξεηο ιχζεηο ηνπ πξνβιήκαηνο ηνπ Ήξσλα, κηα απφ θάζε εξγαιεηαθή 

πεξηνρή: Γεσκεηξία, Αλάιπζε θαη Άιγεβξα.  

 

Λύζε 1
ε
 (Γεσκεηξηθή): Ζ αθφινπζε ιχζε ηνπ ίδηνπ ηνπ Ήξσλα δηαζψζεθε απφ ηνλ 

Οιπκπηφδσξν, ζηα ζρφιηά ηνπ πάλσ ζηα «Μεηεσξνινγηθά» ηνπ Αξηζηνηέιε 

[Θσκαΐδεο & Ρίδνο (2017), ζει. 273-275]. Δίλαη ππφδεηγκα θνκςφηεηαο θαη 

απιφηεηαο, ραξαθηεξηζηηθή ηεο θιαζηθήο ζπλζεηηθήο Γεσκεηξίαο. 
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΢ρήκα 2: Γεσκεηξηθή ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο ηνπ Ήξσλα 

 

Θεσξνχκε ην ζπκκεηξηθφ   ηνπ ζεκείνπ   σο πξνο ηελ επζεία   (΢ρήκα 2). 

Γηα θάζε ζεκείν   ηεο  , είλαη    . Υξεζηκνπνηψληαο ηελ αληζφηεηα ηνπ 

ηξηγψλνπ γηα ηα ζεκεία ,  ,      έρνπκε φηη 

  , 

κε ην ίζνλ λα ηζρχεη αλ θαη κφλν αλ ην   είλαη ζεκείν ηνπ επζχγξακκνπ ηκήκαηνο 

  , δειαδή αλ θαη κφλν αλ ην   ζπκπίπηεη κε ην ζεκείν ηνκήο 0  ηεο επζείαο   

θαη ηνπ επζχγξακκνπ ηκήκαηνο   . 

Με άιια ιφγηα, γηα θάζε ζεκείν 0    ηεο επζείαο   ηζρχεη  

0 0 0 0
       , 

πνπ ζεκαίλεη φηη ην ζεκείν 0  είλαη ε κνλαδηθή ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο. 

Αμίδεη λα παξαηεξήζνπκε (καδί κε ηνλ Ήξσλα, ζην έξγν ηνπ «Καηνπηξηθά»)  φηη 

γηα ηε δηαδξνκή 0  , νη γσλίεο πνπ ζρεκαηίδνπλ νη εκηεπζείεο 0   θαη 0   κε 

ηελ επζεία  (άξα θαη κε ηελ επζεία  , ε νπνία είλαη θάζεηε ζηελ   ζην ζεκείν 0 ) 

είλαη ίζεο. Έηζη, ε δηαδξνκή ειάρηζηνπ κήθνπο απφ ην   ζην   είλαη ε ίδηα κε απηήλ 

πνπ αθνινπζεί κηα θσηεηλή αθηίλα πνπ αλαθιάηαη ζηελ επζεία   θαη ραξαθηεξίδεηαη 

απφ ην λόκν ηεο αλάθιαζεο: ε γσλία πξόζπησζεο ηζνύηαη κε ηε γσλία αλάθιαζεο. 

 



45 

Λύζε 2
ε
 (Με ρξήζε Γηαθνξηθνύ Λνγηζκνύ): Θεσξνχκε νξζνθαλνληθφ ζχζηεκα 

ζπληεηαγκέλσλ xy  ηέηνην, ψζηε ε επζεία   λα ζπκπίπηεη κε ηνλ άμνλα x x  θαη ε 

επζεία   λα είλαη θάζεηε ζηελ   (΢ρήκα 3). 

Έζησ φηη  0,  θαη  ,  , φπνπ , , 0    . Γηα έλα ζεκείν  ,0x  ηεο 

επζείαο   έρνπκε φηη: 

2 2x      θαη    
2 2x     . 

Αλαδεηνχκε ηελ ειάρηζηε ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο 

   
22 2 2f x x x         .  

 
΢ρήκα 3: Λύζε ηνπ πξνβιήκαηνο ηνπ Ήξσλα κε ρξήζε Γηαθνξηθνύ Λνγηζκνύ 

 

Μπνξνχκε λα ππνζέζνπκε φηη  0,x  . (Πξάγκαηη, αλ  ,0z  είλαη έλα ζεκείν ηεο 

  κε 0z  , ηφηε   θαη   , νπφηε   θαη ε 

παξάζηαζε   δελ ειαρηζηνπνηείηαη ζην ζεκείν  . Όκνηα, ε παξάζηαζε 

  δελ ειαρηζηνπνηείηαη ζε ζεκείν  ,0z  κε z  ).  

Ζ ζπλάξηεζε f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην  0, , κε 

 
 

2 2 2 2

x x
f x

x x



  


  

  
 γηα θάζε  0,x  . Παξαηεξνχκε φηη γηα 

 0,x   ηζρχεη  
2 2

1 1

1 1

f x

x x

 



  

   
    

   

, φπνπ νη ζπλαξηήζεηο 
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 1
2

1

1

f x

x




 
  
 

 θαη  2
2

1

1

f x

x





 

 
  

 

 είλαη γλεζίσο αχμνπζεο ζην 

δηάζηεκα  0, .  Άξα, ε (ζπλερήο) ζπλάξηεζε f   είλαη γλεζίσο αχμνπζα ζην  0, · 

αθνχ  
2 2

0 0f


 
   


 θαη  

2 2
0f




 
  


, απφ ην Θεψξεκα ηνπ 

Bolzano ζα ππάξρεη κνλαδηθφ  0 0,x   ηέηνην, ψζηε  0 0f x  . Δπεηδή ε f   είλαη 

γλεζίσο αχμνπζα, ζα είλαη   0f x   γηα θάζε  00,x x  θαη   0f x   γηα θάζε 

 0 ,x x  , νπφηε (απφ ην Κξηηήξην ηεο Πξψηεο Παξαγψγνπ) ε f  παξνπζηάδεη 

ειάρηζην ζε (κνλαδηθφ) ζεκείν  0 0,x  . 

Δδψ κπνξνχκε εχθνια λα ππνινγίζνπκε ην 
0x , ιχλνληαο ηελ εμίζσζε   0f x  . 

Δίλαη: 

 
 

 

 

22

22 2 22 2 2 2

0
xx x x

f x
x xx x



    


      

    

 

                                    

 
22x x   

22 2 2x x x       
2 22 2 2 2x x x           

                                                 

    0 0 0 0 0 0   ή      ή   x x x x x x
 

     
   

 
         

  
. 

Ζ ιχζε 0x


 



 απνξξίπηεηαη, γηαηί είηε 0    θαη 0 0x  , είηε  0    θαη 

0x  . Δπνκέλσο, είλαη: 

,0


 

 
 

 
. 

Δχθνια βιέπνπκε φηη αλ  0,   , ηφηε ην   είλαη ην ζεκείν ηνκήο ηεο επζείαο 

   κε ηνλ άμνλα x x . 

Δπίζεο, είλαη  

 
 

 0 0

2 2 2 2
0 0

ζπλ ζπλ
x x

x x



  

 
      

   
, 

νπφηε θαη πάιη πξνθχπηεη φηη 
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ε γσλία πξόζπησζεο 1 90     ηζνύηαη κε ηε γσλία αλάθιαζεο 

2 90   . 

 

Λύζε 3
ε
 (Αιγεβξηθή): Υξεζηκνπνηνχκε ηνπο ζπκβνιηζκνχο ηεο 2

εο
 Λχζεο, αιιά 

ηψξα ζα απνθχγνπκε ηε ρξήζε ηνπ Γηαθνξηθνχ Λνγηζκνχ.  Απφ ηελ αληζφηεηα 

Cauchy-Schwarz έρνπκε φηη: 

   
22 2 2x x x x              1 , 

κε ην ίζνλ λα ηζρχεη αλ θαη κφλν αλ   
x x

x
 

   


  


. 

Ζ αληζφηεηα  1  γξάθεηαη ηζνδχλακα: 

 
22 2 2 22 2 2 2x x x x            

     
2 2 22 2 2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 2x x x x x x x x                           

  

           
2

22 2 2 22 2 2 2 2 2 2 0x x x x                             

  

 , 

δειαδή πξνέθπςε ην ίδην ζπκπέξαζκα κε ηελ 1
ε
 Λχζε. 

 

΢ην πξφβιεκα ηνπ Ήξσλα, ε γεσκεηξηθή ιχζε είλαη ζίγνπξα ε βέιηηζηε. Ζ 

αιγεβξηθή ιχζε θαηαιήγεη ζην ίδην απνηέιεζκα κε ηε γεσκεηξηθή, ρξεζηκνπνηψληαο 

ηε (ζηνηρεηψδε) αληζφηεηα Cauchy-Schwarz, ε εθαξκνγή ηεο νπνίαο φκσο 

πξνυπνζέηεη εκπεηξία ζηνλ ρεηξηζκφ αληζνηήησλ θαη, γεληθφηεξα, αλεπηπγκέλεο 

αιγεβξηθέο δεμηφηεηεο. Ζ αλαιπηηθή ιχζε έρεη ην πιενλέθηεκα φηη ρξεζηκνπνηεί ηε 

γεληθή κέζνδν εχξεζεο αθξνηάησλ θαη κπνξεί λα δηδαρζεί (έζησ θαη σο «ζπληαγή»). 

Έρεη, φκσο, αξθεηά ιεπηά ζεκεία (φπσο θάλεθε παξαπάλσ) θαη βαζίδεηαη ζε ιηγφηεξν 

ζηνηρεηψδε απνηειέζκαηα, πνπ ρξεηάδνληαη ρξφλν γηα λα παξνπζηαζηνχλ θαη λα 

εμεγεζνχλ επαξθψο ζηνλ καζεηή. 

 

(II) Σν Πξόβιεκα ηνπ Ναπαγνζώζηε θαη ν Νόκνο ηνπ Snell 

Έλαο λαπαγνζώζηεο βξίζθεηαη ζην ζεκείν   ηεο παξαιίαο θαη πξνζπαζεί λα θηάζεη 

κηα θπξία πνπ δεηάεη βνήζεηα θαη βξίζθεηαη ζηε ζέζε   κέζα ζηε ζάιαζζα. Πνηα 

δηαδξνκή πξέπεη λα αθνινπζήζεη ν λαπαγνζώζηεο γηα λα θηάζεη ζηελ θπξία ζηνλ 

ειάρηζην δπλαηό ρξόλν, αλ ηξέρεη κε ηαρύηεηα 1v  θαη θνιπκπά κε ηαρύηεηα 2v , όπνπ 

1 2 0v v  ; 
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Λύζε 1
ε
 (Με ρξήζε Γηαθνξηθνύ Λνγηζκνύ – Ο λαπαγνζώζηεο μέξεη παξαγώγνπο) 

Θεσξνχκε νξζνθαλνληθφ ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ xy  ηέηνην, ψζηε ε επζεία   λα 

ζπκπίπηεη κε ηνλ άμνλα x x  θαη ε επζεία   λα είλαη θάζεηε ζηελ   (΢ρήκα 4). 

Έζησ φηη  0,    θαη  ,  , φπνπ , , 0    . Γηα έλα ζεκείν  ,0x  ηεο 

επζείαο   έρνπκε φηη: 

2 2x      θαη    
2 2x     . 

Ο ζπλνιηθφο ρξφλνο πνπ ρξεηάδεηαη ν λαπαγνζψζηεο γηα λα θηάζεη απφ ην ζεκείν   

ζην ζεκείν   δίλεηαη απφ ηε ζπλάξηεζε       

  
 

2 22 2

1 2 1 2

xx
f x

v v v v

     
    . 

 
΢ρήκα 4: Λύζε ηνπ πξνβιήκαηνο ηνπ Ναπαγνζώζηε κε ρξήζε Γηαθνξηθνύ Λνγηζκνύ 

 

Δξγαδφκαζηε φπσο ζηε 2
ε
 ιχζε ηνπ Πξνβιήκαηνο ηνπ Ήξσλα. Δπεηδή αλαδεηνχκε 

ηελ ειάρηζηε ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο f , κπνξνχκε λα ππνζέζνπκε φηη  0,x  .  

Ζ ζπλάξηεζε f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην  0, , κε 

 
 

2 2 2 2
1 2

x x
f x

v x v x



  


  

  
 γηα θάζε  0,x  . 
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Παξαηεξνχκε φηη γηα  0,x   ηζρχεη  
2 2

1 2

1 1

1 1

f x

v v
x x

 



  

   
    

   

, φπνπ 

νη ζπλαξηήζεηο  1
2

1

1

1

f x

v
x




 
  
 

 θαη  2
2

2

1

1

f x

v
x





 

 
  

 

 είλαη γλεζίσο 

αύμνπζεο ζην δηάζηεκα  0, .  Άξα, ε (ζπλερήο) ζπλάξηεζε f   είλαη γλεζίσο 

αχμνπζα ζην  0, · αθνχ  
2 2

2

0 0f
v



 
   


 θαη  

2 2

1

0f
v




 
  


, 

απφ ην Θεψξεκα ηνπ Bolzano ζα ππάξρεη κνλαδηθφ  0 0,x   ηέηνην, ψζηε 

 0 0f x  . Δπεηδή ε f   είλαη γλεζίσο αχμνπζα, ζα είλαη   0f x   γηα θάζε 

 00,x x  θαη   0f x   γηα θάζε  0 ,x x  , νπφηε (απφ ην Κξηηήξην ηεο Πξψηεο 

Παξαγψγνπ) ε f  παξνπζηάδεη ειάρηζην ζε (κνλαδηθφ) ζεκείν  0 0,x  . 

΢εκεηψλνπκε φηη εδψ, ζε αληίζεζε κε ην Πξφβιεκα ηνπ Ήξσλα, ν αθξηβήο 

πξνζδηνξηζκφο ηνπ 
0x  δελ είλαη εθηθηφο:  Ζ εμίζσζε 

 
 

     
2 2 22 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 1 1
2 2 2 2

1 2

0
x x

f x x x v x v x x v x v
v x v x


    

  


          

  

 

είλαη 4
νπ

  βαζκνχ σο πξνο x  (θαη φρη 2
νπ

 , φπσο ζην Πξφβιεκα ηνπ Ήξσλα). 

Δληνχηνηο, ε ζρέζε  0 0f x   δίλεη φηη: 

 

0 0 0 0 1 2

2 2 2 2
1 0 2 0 1 21 0 2 0

εκ εκ1 1x x

v v v vv x v x

  

  

  
    

   
, 

φπνπ 1  θαη 2  είλαη νη γσλίεο πνπ ζρεκαηίδνπλ νη 0  θαη 0  αληίζηνηρα κε ηνλ 

άμνλα y (δειαδή κε ηελ θάζεηε ζηελ   ζην ζεκείν 0 ). 

΢πλεπψο, ππάξρεη αθξηβψο έλα ζεκείν 0  ηεο επζείαο   ηέηνην, ψζηε ν 

λαπαγνζψζηεο λα δηαλχεη ηε δηαδξνκή 0   ζηνλ ειάρηζην ρξφλν. Ζ ζέζε 0  

ραξαθηεξίδεηαη απφ ηε ζρέζε  

1 2

1 2

εκ εκ

v v

 
  , 

ε νπνία ζηελ Οπηηθή νλνκάδεηαη Nόκνο ηνπ Snell γηα ηε δηάζιαζε κηαο αθηίλαο 

θσηφο, θαζψο απηή πεξλά απφ έλα (νκνγελέο) κέζν ζε έλα άιιν. Πξνθχπηεη, φπσο 

είδακε, απφ ηελ Αξρή ηνπ Διαρίζηνπ Υξόλνπ, ζχκθσλα κε ηελ νπνία κηα θσηεηλή 
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αθηίλα πάληνηε θηλείηαη θαηά κήθνο κηαο δηαδξνκήο, ε νπνία απαηηεί ηνλ ειάρηζην 

ρξόλν γηα λα δηαλπζεί. 

 

Ζ παξαπάλσ απφδεημε ηνπ λφκνπ ηνπ Snell κε ρξήζε ηνπ Γηαθνξηθνχ Λνγηζκνχ 

ήηαλ, γηα πνιχ θαηξφ, ε κνλαδηθή. ΢ην βηβιίν [Beckenbach & Bellman (1961), ζει. 

86] αλαθέξεηαη φηη «ε ειάρηζηε ηηκή ηεο f  δελ θαίλεηαη όηη κπνξεί λα πξνζδηνξηζηεί 

απεπζείαο από ζηνηρεηώδεηο αληζόηεηεο». Ζ αθφινπζε αιγεβξηθή ιχζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο ηνπ λαπαγνζψζηε, πνπ νθείιεηαη ζηνλ Li Zhou [Zhou (2017)] 

ρξεζηκνπνηεί κε δεμηνηερληθφ ηξφπν ηελ αληζφηεηα Cauchy-Schwarz. 

 

Λύζε 2
ε
 (Αιγεβξηθή - Ο λαπαγνζώζηεο ζπλαληά ηνπο Cauchy-Schwarz): 

Υξεζηκνπνηνχκε ηνπο ζπκβνιηζκνχο ηεο 1
εο

 Λχζεο. Ο ζπλνιηθφο ρξφλνο πνπ 

ρξεηάδεηαη ν λαπαγνζψζηεο γηα λα θηάζεη απφ ην ζεκείν   ζην ζεκείν   δίλεηαη 

απφ ηε ζπλάξηεζε  

 
 

 
2 22 2

22 2 2

2 1

1 2 1 2 1 2

1xx
f x v x v x

v v v v v v

 
  

             
  

. 

Θεσξνχκε θαηάιιειε ζηαζεξά  20,k v , ε ηηκή ηεο νπνίαο ζα πξνζδηνξηζηεί 

αξγφηεξα. Δθαξκφδνληαο ηελ αληζφηεηα Cauchy-Schwarz, έρνπκε φηη: 

   2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2v x k v k x kx v k          
 

     

    2  

       
2 22 2 2 2 2 2 2

1 1 1v x k v k x k x v k                 
   

    3 .  

Απφ ηηο ζρέζεηο  2  θαη  3  πξνθχπηεη φηη 

   2 2 2 2

2 1

1 2

1
f x k v k v k

v v
       , 

κε ην ίζνλ λα ηζρχεη αλ θαη κφλν αλ  

2 2

2

x

k v k





   4   

θαη 

2 2

1

x

k v k

 



   5 . 
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Θεσξψληαο ηηο ζρέζεηο  4 θαη  5  σο ζχζηεκα εμηζψζεσλ κε αγλψζηνπο k  θαη x , 

βξίζθνπκε φηη 

 
2 2

2

4
x k

vx 
 


    θαη      

 
2 2

1

5
x k

vx



 


 

 
, 

θαη άξα  

 

1 1
2 1 2 1 1 2

2 2 2 2
2 2

εκ
εκ εκ

εκ

vx x
v k v v v

vx x


 

  


         

  

   6 , 

πνπ είλαη ν Νφκνο ηνπ Snell.  

 

Δμάιινπ, ε ζρέζε  6  γξάθεηαη ηζνδχλακα  

 

2

2 2

1 1

2 2 2
2 2

1

1

x xv vx

x v vx

x



  

 

 
     

   
  

  
 

, 

φπνπ ε ζπλάξηεζε  

2

2

1

1

x
g x

x







 
  

 


 
  
 

 είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην δηάζηεκα  0,  

(απηφ απνδεηθλχεηαη εχθνια κε ηνλ νξηζκφ, δίρσο παξαγψγνπο...), κε ζχλνιν ηηκψλ 

         
0

0, lim , lim 0,
xx

g g x g x
 

    . 

Δπνκέλσο, ε εμίζσζε   1

2

v
g x

v
  έρεη κνλαδηθή ιύζε  0 0,x  , ε νπνία, κε ηε ζεηξά 

ηεο πξνζδηνξίδεη ηελ ηηκή ηεο ζηαζεξάο k  απφ ηε ζρέζε  

2 0

2 2

v x
k

x 



 , 

απφ φπνπ επίζεο πξνθχπηεη φηη  20,k v . 

Παξαηήξεζε: Αλ 0  , δειαδή ν λαπαγνζψζηεο αξρηθά βξίζθεηαη πάλσ ζηελ αθηή, 

ηφηε, εξγαδφκελνη φπσο πξηλ, βξίζθνπκε φηη 

 
 

 
2 2

2 2

2 1

1 2 1 2 1 2

1xx
f x v x v x

v v v v v v

 
 

            
  
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      22 2 2 2 2 2

2 2 1 2 2 2 1 2

1 2 1 2

1 1
v x v v v x v x v x v v

v v v v
   

              
     

 

     
2 2

1 22 2

2 1 2

1 2 1 1 2

1 v v
v v v

v v v v v


 


     , 

κε ην ίζνλ λα ηζρχεη αλ θαη κφλν αλ 
2 2

2 1 2

x

v v v

 



. Λχλνληαο ηε ζρέζε απηή σο 

πξνο x , βξίζθνπκε ηε κνλαδηθή ιχζε  

2
0

2 2

1 2

:
v

x x
v v


  


. 

Βιέπνπκε φηη πάληνηε ηζρχεη 0x  , αιιά ζα πξέπεη λα ειεγρζεί αλ ηζρχεη 0 0x  . 

Δίλαη: 

2 22 22 2 2

2 2 1 1
0 2 2 2 2 22 2

1 2 2 21 2

0
v v v v

x
v v v vv v

    

   


        


. 

Αλ ηζρχεη ε ζρέζε απηή, ηφηε ε ιχζε 2
0

2 2

1 2

v
x

v v


 


 είλαη δεθηή. Αλ δελ ηζρχεη, 

ηφηε απιά ν λαπαγνζψζηεο μεθηλά λα θνιπκπάεη ακέζσο: αθνχ ε ζπλάξηεζε f  είλαη 

γλεζίσο αχμνπζα, ν ειάρηζηνο ρξφλνο πνπ ζα ρξεηαζηεί γηα λα θηάζεη ηελ θπξία είλαη 

ίζνο κε  
2 2

2

0f
v

 
 . 

 

Ζ αθφινπζε γεσκεηξηθή ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο ηνπ λαπαγνζψζηε νθείιεηαη ζηνλ 

Dan Pedoe [Pedoe (1970), ζει. 91-93]. 

Λύζε 3
ε
 (Γεσκεηξηθή - Ο λαπαγνζώζηεο ζπκάηαη ηνλ Πηνιεκαίν): Θα 

απνδείμνπκε φηη αλ  ην ζεκείν   ηεο επζείαο   ηθαλνπνηεί ην Νφκν ηνπ Snell 

1 1

2 2

εκ

εκ

v

v




 , ηφηε ν ζπλνιηθφο ρξφλνο 

1 2

t
v v

 
   πνπ απαηηείηαη γηα ηε κεηάβαζε 

απφ ην ζεκείν   ζην ζεκείν   είλαη ειάρηζηνο, δειαδή γηα νπνηνδήπνηε ζεκείν   

ηεο επζείαο   κε     ηζρχεη 

1 2 1 2v v v v

   
   . 
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΢ρήκα 5:  Γεσκεηξηθή Λύζε ηνπ πξνβιήκαηνο ηνπ Ναπαγνζώζηε  

 

Έζησ φηη ε επζεία πνπ είλαη θάζεηε ζηελ   ζην ζεκείν   ηέκλεη ηνλ 

πεξηγεγξακκέλν θχθιν c  ηνπ ηξηγψλνπ   ζην ζεκείν  (΢ρήκα 5). Απφ ην 

Θεψξεκα ηνπ Πηνιεκαίνπ έρνπκε φηη 

  

θαη γηα θάζε ζεκείν   ηεο επζείαο   κε    , 

  . 

Αθνχ   , έρνπκε φηη 

     7 . 

Απφ ην Νφκν Ζκηηφλσλ πξνθχπηεη φηη, αλ R  είλαη ε αθηίλα ηνπ θχθινπ c , ηφηε 

 1 12Rεκ 2Rεκ       θαη 22Rεκ  , νπφηε 1

2

εκ

εκ









. Αιιά, απφ 

ππφζεζε έρνπκε φηη 1 1

2 2

εκ

εκ

v

v




 , νπφηε 1

2

v

v





. Ζ ζρέζε  7  ηψξα δίλεη φηη  

1 1

2 2 1 2 1 2

v v

v v v v v v

     
             

 

. 
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 Γηα ην πξφβιεκα ηνπ λαπαγνζψζηε, ε αλαιπηηθή ιχζε θαίλεηαη λα πιενλεθηεί 

έλαληη ησλ άιισλ δχν, νη νπνίεο, αλ θαη ζηνηρεηψδεηο, δελ είλαη εχθνιν λα βξεζνχλ. 

Γχζθνια, φκσο κπνξεί λα ακθηζβεηήζεη θαλείο ηελ νκνξθηά ηνπο, ηδηαίηεξα ηεο 

γεσκεηξηθήο απφδεημεο... 

 

(IΗI) Μηα Παξαιιαγή ηνπ Πξνβιήκαηνο ηνπ Ήξσλα 

΢ην παξαθάησ (πην ζχλζεην) πξφβιεκα [Andreescu et.al. (2006), ζει. 38], ν 

Γηαθνξηθφο Λνγηζκφο δείρλεη ηε δχλακή ηνπ. 

 

Γίλεηαη επζεία   ηνπ επηπέδνπ θαη δύν ζεκεία   θαη   ζην ίδην εκηεπίπεδν πνπ νξίδεη 

ε  . Να βξεζεί  ζεκείν   ηνπ επηπέδνπ ηέηνην, ώζηε ην άζξνηζκα 

   ,s d      ησλ απνζηάζεσλ ηνπ   από ηα ζεκεία  ,   θαη ηελ 

επζεία    λα είλαη ειάρηζην. 

 

Λύση: Θεωπούμε οπθοκανονικό σύστημα σςντεταγμένων xy  

τέτοιο, ώστε η εςθεία   να σςμπίπτει με τον άξονα x x  και 

η εςθεία   να είναι κάθετη στην   (Σσήμα 6). Έστω 

 ,d    και  ,d   . Δίσωρ βλάβη τηρ γενικότηταρ, 

μποπούμε να ςποθέσοςμε ότι 0    , οπότε  0,  και 

 ,  ,  για κάποιο 0  . 

 

 
΢ρήκα 6:  Παξαιιαγή ηνπ Πξνβιήκαηνο ηνπ Ήξσλα  
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Πξνθαλψο, ην ειάρηζην ζα πξνθχςεη γηα ζεκείν   κε κε αξλεηηθή ηεηαγκέλε. 

Δπηπιένλ, κπνξνχκε λα ππνζέζνπκε φηη ην δεηνχκελν ζεκείν   αλήθεη ζηελ ηαηλία 

πνπ νξίδνπλ νη νξηδφληηεο επζείεο 0y   θαη y  . (Πξάγκαηη, αλ ε επζεία πνπ 

δηέξρεηαη απφ ην   θαη είλαη παξάιιειε ζηνλ άμνλα ησλ x  ηέκλεη ηελ εκηεπζεία 

, ηφηε  

         , , ,s d d d s             

θαη δελ έρνπκε ειάρηζην άζξνηζκα γηα ην ζεκείν  ).  

Έηζη, κπνξνχκε λα πεξηνξίζνπκε ηελ αλαδήηεζή καο ζε ζεκεία  ,x y  κε 

0 y   . 

Έζησ ηπραίν, αιιά ζηαζεξνπνηεκέλν,  0,y  . Θεσξνχκε ηελ επζεία    , ε 

νπνία βξίζθεηαη  πάλσ απφ ηελ   θαη ζε απφζηαζε ίζε κε y  απφ απηήλ. Αλ y
  είλαη 

ην ζπκκεηξηθφ ηνπ   σο πξνο ηελ επζεία   , απφ ηε (γεσκεηξηθή) ιχζε ηνπ 

Πξνβιήκαηνο ηνπ Ήξσλα πξνθχπηεη φηη γηα θάζε ζεκείν   ηεο επζείαο    ηζρχεη  

  ys y y      , 

κε ην ίζνλ λα ηζρχεη αλ θαη κφλν αλ ην   ζπκπίπηεη κε ην ζεκείν ηνκήο y  ησλ    

θαη y
 .  

Δίλαη  ,2y y   , νπφηε πξέπεη λα βξνχκε ην ειάρηζην ηεο ζπλάξηεζεο 

   
22 2f y y y       ,   κε  0,y  . 

Βξίζθνπκε φηη 

 
 

 

   

 

22

2 22 2

2 2 22 2
1

2 2

y yy
f y

y y

     

     

      
     

     

 

 

 

     

22

2 22 2

3 2

2 2 2 2

y

y y y

  

       

  

         
  

. 

Δπεηδή 2y    , ζα είλαη 2 0y    , νπφηε ε εμίζσζε   0f y   έρεη ηε 

κνλαδηθή ιχζε  

0

1

2 3
y


 
 

   
 

 

θαη επηπιένλ ηζρχεη   0f y   γηα 0y y , ελψ    0f y   γηα 0y y . 



56 

Έρνπκε ηψξα ηξεηο πεξηπηψζεηο, αλάινγα κε ηε ζέζε ηνπ 
0y  σο πξνο ην δηάζηεκα 

 0, : 

 Αλ 
3


   , δειαδή 

0 0y  , ηφηε   0f y   γηα θάζε  0,y  , ε f  είλαη 

γλεζίσο αχμνπζα ζην  0,  θαη παξνπζηάδεη ειάρηζην ζην 0 . ΢ηελ πεξίπησζε 

απηή, ην άζξνηζκα  s   γίλεηαη ειάρηζην φηαλ ην   ζπκπίπηεη κε ην ζεκείν 
0  

ηεο επζείαο   πνπ είλαη ηέηνην, ψζηε ηα ηκήκαηα 
0  θαη 

0   λα ζρεκαηίδνπλ 

ίζεο γσλίεο κε ηελ επζεία  . 

 Αλ  
3


   , δειαδή 0y  , ηφηε   0f y   γηα θάζε  0,y  , ε f  είλαη 

γλεζίσο θζίλνπζα ζην  0,  θαη παξνπζηάδεη ειάρηζην ζην  . ΢ηελ πεξίπησζε 

απηή, ην άζξνηζκα  s   γίλεηαη ειάρηζην φηαλ ην   ζπκπίπηεη κε ην ζεκείν  . 

 Αλ 
3


       , ηφηε  0 0,y   θαη ε f  παξνπζηάδεη ειάρηζην ζην 0y . 

΢ηελ πεξίπησζε απηή, βξίζθνπκε φηη ην άζξνηζκα  s   γίλεηαη ειάρηζην φηαλ 

 
3 1

,  
2 2 2 3

 
   

  
        

  
. 

Παξαηεξνχκε, ηέινο, φηη ε επζεία  έρεη ζπληειεζηή δηεχζπλζεο ίζν κε 

3
εθ150

3
    θαη, αθνχ νη   θαη   ζρεκαηίδνπλ ίζεο γσλίεο κε ηελ επζεία   , 

ζα είλαη 120  . 

 

 

(IV) Σν Πξόβιεκα ηνπ ΢πληνκόηεξνπ Οδηθνύ Γηθηύνπ 

 Σν γεληθφ πξφβιεκα θαηαζθεπήο ελφο ζπληνκφηεξνπ νδηθνχ δηθηχνπ (δηθηύνπ 

Steiner, πξνο ηηκή ηνπ κεγάινπ Διβεηνχ γεσκέηξε Jakob Steiner) δηαηππψλεηαη σο 

εμήο [Courant & Robbins (1996), ζει. 354-361]: 

 

Γίλνληαη   ζεκεία 1 2, , ,     ηνπ επηπέδνπ. Να βξεζεί ε ηεζιαζκέλε γξακκή 

ειάρηζηνπ κήθνπο, ε νπνία πεξηιακβάλεη ηα ζεκεία 1 2, , ,    , ώζηε θάζε δύν από 

ηα ζεκεία απηά λα κπνξνύλ λα ζπλδεζνύλ κε επζύγξακκα ηκήκαηα ηεο ηεζιαζκέλεο 

γξακκήο. 
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Γηα 3  , ην πξφβιεκα είλαη θιαζηθφ: δηαηππψζεθε απφ ηνλ Fermat σο «πξφθιεζε» 

ζηνλ Evangelista Torricelli γχξσ ζηα 1640.  

Γίλεηαη ηξίγσλν  . Να βξεζεί ζεκείν   ηνπ επηπέδνπ ηνπ ηξηγώλνπ ηέηνην, ώζηε ην 

άζξνηζκα ησλ απνζηάζεσλ   λα είλαη ειάρηζην. 

 

 Αλ φιεο νη γσλίεο ηνπ ηξηγψλνπ   είλαη κηθξφηεξεο απφ 120 , ηφηε ην ζεκείν   

είλαη ην ζεκείν Fermat-Torricelli (ή ζεκείν Steiner) ηνπ ηξηγψλνπ, δειαδή ην 

εζσηεξηθφ ζεκείν   ηνπ ηξηγψλνπ   γηα ην νπνίν ηζρχεη  

120   . 

 Αλ ε κεγαιχηεξε γσλία ηνπ ηξηγψλνπ   είλαη ηνπιάρηζηνλ ίζε κε 120 , π.ρ. 

120  , ηφηε ην ζεκείν   είλαη ην  . 

 

Ο Torricelli έδσζε δηάθνξεο ιχζεηο ζην πξφβιεκα ηνπ Fermat. Ζ παξαθάησ ιχζε 

([Pedoe (1970), ζει. 93-94]) ρξεζηκνπνηεί ην Θεψξεκα ηνπ Pompeiu. 

 

Λύζε ηνπ Πξνβιήκαηνο ηνπ Fermat: Έζησ φηη ε κεγαιχηεξε γσλία ηνπ ηξηγψλνπ 

είλαη ε  . 

 Έζησ όηη 120 
. Καηαζθεπάδνπκε ζην εμσηεξηθφ ηνπ ηξηγψλνπ   ην 

ηζφπιεπξν ηξίγσλν   (΢ρήκα 7). 

 

΢ρήκα 7:  Σεκείν Fermat-Torricelli όηαλ  max , , 120    
 

 

Απφ ην Θεψξεκα ηνπ Pompeiu, έρνπκε φηη  

 . 

Δπνκέλσο, είλαη  

 . 
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Σν ίζνλ ηζρχεη αλ θαη κφλν αλ ηα ζεκεία ,  ,      είλαη ζπλεπζεηαθά θαη επηπιένλ ηα 

ζεκεία ,  ,  ,      , θαζψο θαη ηα ζεκεία ,  ,  ,      ,  είλαη νκνθπθιηθά. Σφηε, ζα 

είλαη  180 60 120       θαη ην   ζα ζπκπίπηεη κε ην ζεκείν ηνκήο 

0  ηνπ πεξηγεγξακκέλνπ θχθινπ ηνπ ηξηγψλνπ   κε ηελ , πνπ είλαη αθξηβψο 

ην ζεκείν Fermat-Torricelli ηνπ ηξηγψλνπ ΑΒΓ. 

 

 Έζησ όηη 120  
. Σφηε ε   δελ ηέκλεη ηελ πιεπξά   (΢ρήκα 8). 

Αλ  , ηφηε απφ ηελ αληζφηεηα ηνπ ηξηγψλνπ έρνπκε φηη  

 , 

κε ην ίζνλ αλ θαη κφλν αλ ην   ζπκπίπηεη κε ην  . 

 

Αλ  , ηφηε ζεσξνχκε ζεκείν   ηέηνην, ψζηε ην ηξίγσλν   λα είλαη 

ηζφπιεπξν. Σν   βξίζθεηαη ζην εζσηεξηθφ ηνπ ηζφπιεπξνπ ηξηγψλνπ   θαη ην   

βξίζθεηαη ζην εζσηεξηθφ ηνπ ηεηξαπιεχξνπ  . Άξα,  

  , 

κε ην ίζνλ πάιη λα ηζρχεη αλ θαη κφλν αλ ην   ζπκπίπηεη κε ην  . 

 

΢ρήκα 8:  Λύζε ηνπ Πξνβιήκαηνο ηνπ Fermat όηαλ  max , , 120    
 

 

Γηα 4  , είλαη απιφ λα δεηρζεί φηη αλ   είλαη έλα θπξηφ ηεηξάπιεπξν, ηφηε ην 

ζεκείν   πνπ ειαρηζηνπνηεί ην άζξνηζκα ησλ απνζηάζεσλ   

είλαη ην ζεκείν ηνκήο ησλ δηαγσλίσλ   θαη   ηνπ ηεηξαπιεχξνπ (Άζθεζε ζην 

΢ρνιηθφ Βηβιίν Γεσκεηξίαο Α΄ Λπθείνπ, ζει. 64). 

Γελ είλαη φκσο ζίγνπξν φηη ην δίθηπν ησλ δηαγσλίσλ απνηειεί ηελ ηεζιαζκέλε 

γξακκή ειάρηζηνπ κήθνπο πνπ ζπλδέεη ηα ζεκεία , , ,    ! Θα εμεηάζνπκε 

παξαθάησ ηελ πεξίπησζε πνπ ην   είλαη ηεηξάγωλν. 
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Πξόβιεκα: Τέζζεξηο πόιεηο ,  ,  ,       βξίζθνληαη ζηηο θνξπθέο ηεηξαγώλνπ. Να 

ζρεδηάζεηε ην νδηθό δίθηπν ειάρηζηνπ κήθνπο πνπ ζπλδέεη ηηο πόιεηο απηέο. 

 

Λύζε: Θεσξνχκε έλα ηπραίν νδηθφ δίθηπν πνπ ζπλδέεη ηηο πφιεηο ,  ,  ,      . Απηφ 

ζα πεξηιακβάλεη «δξφκνπο» απφ ην   ζην   θαη απφ ην   ζην  . Μπνξνχκε λα 

ππνζέζνπκε φηη απηνί νη δξφκνη πεξηέρνληαη ζην εζσηεξηθφ ηνπ ηεηξαγψλνπ   

(αιιηψο, κπνξνχκε λα κεηψζνπκε ην ζπλνιηθφ κήθνο ηνπ νδηθνχ δηθηχνπ). 

Έζησ   θαη   αληίζηνηρα ην πξψην θαη ην ηειεπηαίν ζεκείν ζην νπνίν ν δξφκνο 

πνπ ζπλδέεη ην   κε ην   ζπλαληά ηνλ δξφκν πνπ ζπλδέεη ην   κε ην   (΢ρήκα 9). 

Μπνξνχκε λα κεηψζνπκε ην ζπλνιηθφ κήθνο ηνπ νδηθνχ δηθηχνπ, αληηθαζηζηψληαο ην 

κε ηελ ηεζιαζκέλε γξακκή πνπ απνηειείηαη απφ ηα 5 επζχγξακκα ηκήκαηα  

,  ,  ,  ,       . 

 
΢ρήκα 9:  Τέζζεξηο πόιεηο ζηηο θνξπθέο ηεηξαγώλνπ 

 

΢ηε ζπλέρεηα, κπνξνχκε λα πξνρσξήζνπκε κε 2 ηξφπνπο: 

 

1
νο

 Σξόπνο (Με ρξήζε Γηαθνξηθνύ Λνγηζκνύ): Έζησ   ην ζεκείν ηνκήο ηεο 

κεζνθάζεηεο ηνπ ηκήκαηνο   κε ηελ επζεία πνπ δηέξρεηαη απφ ην  θαη είλαη 

παξάιιειε ζηελ  . Όκνηα, νξίδεηαη ην ζεκείν   (΢ρήκα 10). 
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΢ρήκα 10:  Δπζπγξάκκηζε ηνπ νδηθνύ δηθηύνπ  

 

Απφ ηε ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο ηνπ Ήξσλα πξνθχπηεη φηη: 

      8   

        9   

Δπίζεο, είλαη:   

         10 .  

Με πξφζζεζε ησλ ζρέζεσλ  8 ,  9  θαη  10  θαηά κέιε, πξνθχπηεη φηη: 

          . 

Δπνκέλσο, ην δνζκέλν πξφβιεκα αλάγεηαη ζην εμήο (΢ρήκα 11): 

 

Γίλεηαη ηεηξάγσλν  , θαη ηα κέζα   θαη   ησλ πιεπξώλ   θαη   

αληίζηνηρα. Να βξεζνύλ ζεκεία   θαη   ηνπ επζύγξακκνπ ηκήκαηνο   ηέηνηα, ώζηε 

ην άζξνηζκα   λα είλαη ειάρηζην. 
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΢ρήκα 11:  Διαρηζηνπνίεζε κήθνπο νδηθνύ δηθηύνπ κε ρξήζε Γηαθνξηθνύ Λνγηζκνύ 

Έζησ   ε πιεπξά ηνπ ηεηξαγψλνπ, x   θαη y   , κε 0 x    θαη 

0 y x   . Σφηε, είλαη: 

2
2

4
x


     ,  x y    ,  

2
2

4
y


     , 

νπφηε αλαδεηνχκε ην ειάρηζην ηεο ζπλάξηεζεο (2 κεηαβιεηψλ!)  

 
2 2

2 2, 2 2
4 4

F x y x x y y
 

        , 

κε 0 x    θαη 0 y x   . 

Θεσξνχκε ηε ζπλάξηεζε  

 
2

22
4

f x x x


    ,   x r , 

νπφηε      ,F x y f x f y      γηα θάζε ,x y . 

Μειεηάκε ηε ζπλάξηεζε f  σο πξνο ηα αθξφηαηα. Δίλαη  
2

2

2
1

4

x
f x

x


  



   γηα 

θάζε x r .  
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Γηα 0x   είλαη   0f x  . Γηα 0x  , έρνπκε φηη  
3

0
6

f x x


      θαη 

 
3

0
6

f x x


    . ΢πλεπψο, ε f  παξνπζηάδεη ειάρηζην γηα 
3

6
x


 , ίζν κε 

3 3

6 2
f

  
  

 
  θαη άξα 

   
3 3

, 3 1
2 2

F x y
 

      , 

κε ην ίζνλ λα ηζρχεη αλ θαη κφλν αλ 
3

6
x y


  . 

΢ηελ πεξίπησζε απηή είλαη  2εθ 3
3

6







  


, νπφηε 60     θαη άξα 

120    . 

Δπνκέλσο, ην δεηνχκελν νδηθφ δίθηπν ειάρηζηνπ κήθνπο είλαη ην αθφινπζν (΢ρήκα 

12): 

 
΢ρήκα 12:  Τν νδηθό δίθηπν ειάρηζηνπ κήθνπο πνπ ζπλδέεη ηέζζεξηο πόιεηο ζηηο 

θνξπθέο ηεηξαγώλνπ 

 

2
νο

 Σξόπνο (Γεσκεηξηθόο):  
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΢ρήκα 13:  Διαρηζηνπνίεζε κήθνπο νδηθνύ δηθηύνπ κε ρξήζε Γεσκεηξίαο 

 

΢ην εμσηεξηθφ ηνπ ηεηξαγψλνπ   θαηαζθεπάδνπκε ηα ηζφπιεπξα ηξίγσλα   

θαη  (΢ρήκα 13). Απφ ην Θεψξεκα ηνπ Pompeiu, έρνπκε φηη  

     θαη    . 

Δπνκέλσο, είλαη  

 . 

Σν ίζνλ ηζρχεη αλ θαη κφλν αλ ηα ζεκεία ,  ,  ,       είλαη ζπλεπζεηαθά, δειαδή αλ 

θαη κφλν αλ ηα ,     αλήθνπλ ζηε κεζνθάζεην   ηνπ   θαη επηπιένλ ηα ζεκεία 

,  ,  ,      , θαζψο θαη ηα ζεκεία ,  ,  ,      ,  είλαη νκνθπθιηθά. Σφηε, ζα είλαη  

180 60 120       . Καηαιήγνπκε, ινηπφλ (κε πνιχ απινχζηεξν 

ηξφπν!) ζην ίδην απνηέιεζκα κε ηελ πξνεγνχκελε ιχζε. 

 

(V)  Έλα Πξόβιεκα Γίπισζεο 

Έλα νξζνγώλην θύιιν ραξηί   (π.ρ. δηαζηάζεσλ Α4) δηπιώλεηαη θαηά κήθνο ηεο 

επζείαο  , όπνπ ,     κεηαβιεηά ζεκεία ησλ πιεπξώλ   θαη   αληίζηνηρα, 

ώζηε ε θνξπθή   λα πέζεη πάλσ ζην ζεκείν   ηεο πιεπξάο  . Να βξείηε ην 

ειάρηζην κήθνο ηνπ επζύγξακκνπ ηκήκαηνο   θαη ην ειάρηζην εκβαδόλ ηνπ ηξηγώλνπ 

  (΢ρήκα 14). 
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΢ρήκα 14:  Πξόβιεκα δίπισζεο 

Λύζε: Έζησ    ,    θαη x   , κε  0,x   θαη 

0,
2




 
 
 

 (ππνζέηνπκε φηη ε δηάζηαζε    ηνπ θχιινπ είλαη αξθεηά κεγάιε, 

ψζηε ε δίπισζε λα είλαη δπλαηή). 

Δίλαη 2 , νπφηε ζπλ2x   θαη 

  2ζπλ2 1 ζπλ2 2 ζπλx x x x        ,  άξα 

22ζπλ
x




 . 

Σν κήθνο   ηνπ επζχγξακκνπ ηκήκαηνο   δίλεηαη απφ ηε ζρέζε  

2εκ 2εκ ζπλ

x 

  
    . 

Σν ηεηξάπιεπξν   έρεη θάζεηεο δηαγσλίνπο θαη είλαη εγγξάςηκν ζε θχθιν. 

Αθνχ 
ζπλ




  , ην εκβαδφλ   ηνπ ηξηγψλνπ   δίλεηαη απφ ηε ζρέζε  

 
2

3

1

2 8εκ ζπλ



 
       . 

Δπνκέλσο, αξθεί λα βξνχκε ηε κέγηζηε ηηκή ησλ ζπλαξηήζεσλ  
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  2εκ ζπλf      θαη    3εκ ζπλg      γηα 0,
2




 
 
 

. 

1
νο

 Σξόπνο (Με παξαγώγνπο): Γηα 0,
2




 
 
 

 έρνπκε φηη: 

        3 2 2 2 2ζπλ 2εκ ζπλ ζπλ ζπλ 2εκ ζπλ 1 3εκ ζπλ 1 3εκ 1 3εκf                     

, 

        4 2 2 2 2 2 2ζπλ 3εκ ζπλ ζπλ ζπλ 3εκ ζπλ 1 4εκ ζπλ 1 2εκ 1 2εκg                     

. 

Βξίζθνπκε φηη  

  0

3 3
0 εκ : ηνμεκ

3 3
f    

 
         

 
    θαη   

  0 0

3
0 εκ εκ

3
f            , 

 
1

0 εκ
2 6

g


          θαη   
1

0 εκ
2 6

g


        . 

Έηζη, ε f  παξνπζηάδεη κέγηζην γηα 
0   θαη ε g  παξνπζηάδεη κέγηζην γηα 

6


  .  

Δχθνια βξίζθνπκε φηη 
2

0

2
ζπλ

3
  , νπφηε ε κέγηζηε ηηκή ηεο f  είλαη ίζε κε 

 0

2 3

9
f    . Έηζη, ε ειάρηζηε ηηκή ηνπ κήθνπο    είλαη ίζε κε min

3 3

4


   

θαη ιακβάλεηαη φηαλ 
3

4
x


 . 

Σέινο, ε κέγηζηε ηηκή ηεο g  είλαη ίζε κε 
3 3

6 16
g

 
 

 
 νπφηε ε ειάρηζηε ηηκή ηνπ 

εκβαδνχ      είλαη ίζε κε  
2

min

2 3

9


    θαη ιακβάλεηαη φηαλ 

2

3
x


 . 

 

2
νο

 Σξόπνο (Αιγεβξηθόο): Γηα ηελ εχξεζε ηεο κέγηζηεο ηηκήο ησλ ζπλαξηήζεσλ 

 f    θαη   g   κπνξνχκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ Αληζφηεηα Αξηζκεηηθνχ – 

Γεσκεηξηθνχ Μέζνπ, σο εμήο: 

                                     

 2 2 2 2 2
2 43

2 εκ ζπλ2 2εκ ζπλ ζπλ
2εκ ζπλ

3 3 3

    
 

  
      
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 2 4 2 4 28 4 2 3
2εκ ζπλ εκ ζπλ εκ ζπλ

27 27 9
f             , 

 

κε ην ίζνλ λα ηζρχεη αλ θαη κφλν αλ 

2 2 2

0

3
2εκ ζπλ 3εκ 1 εκ

3
            . 

                       

 2 2 2 2 2 2
2 6 344

3 εκ ζπλ3 3εκ ζπλ ζπλ ζπλ
3εκ ζπλ 3 εκ ζπλ

4 4 3

     
   

   
    

 

 3 39 3 3
3εκ ζπλ εκ ζπλ

16 16
g         , 

κε ην ίζνλ λα ηζρχεη αλ θαη κφλν αλ 

2 2 2 1
3εκ ζπλ 4εκ 1 εκ

2 6


           . 

Καηά ηε γλψκε καο, ν αιγεβξηθφο ηξφπνο εχξεζεο ηνπ αθξνηάηνπ είλαη απινχζηεξνο, 

κε δπλαηφηεηα γελίθεπζεο ζε αλάινγεο πεξηπηψζεηο ηξηγσλνκεηξηθψλ ζπλαξηήζεσλ. 
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