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Περίληψη 
 
Οι πρωτοετεύσ φοιτητϋσ αντιμετωπύζουν ςημαντικϊ προβλόματα κατϊ τη 
μετϊβαςη τουσ από το Λύκειο ςτο Πανεπιςτόμιο. Τα προβλόματα αυτϊ ϋχουν 
δύο βαςικϋσ αιτύεσ. Η μια αφορϊ ςτην αλλαγό του κοινωνικού και του 
εκπαιδευτικού περιβϊλλοντοσ. Όπωσ προκύπτει από πολλϋσ μελϋτεσ, οι νϋοι 
φοιτητϋσ  αντιμετωπύζουν πολλϊ προβλόματα προςαρμογόσ ςτο νϋο κοινωνικό 
και ακαδημαώκό περιβϊλλον ςτο οπούο εντϊςςονται και αυτϊ τα προβλόματα 
επιδρούν ςημαντικϊ ςτισ ςπουδϋσ τουσ ςτην τριτοβϊθμια εκπαύδευςη. Η 
δεύτερη αιτύα αφορϊ ςτο αντικεύμενο το οπούο ςπουδϊζουν. Ειδικότερα όςον 
αφορϊ ςτα Μαθηματικϊ, η μαθηματικό εκπαύδευςη που αποκτούν οι μαθητϋσ 
ςτο ςχολεύο ϋχει ςημαντικϋσ ποιοτικϋσ διαφορϋσ από τη μαθηματικό εκπαύδευςη 
η οπούα απαιτεύται ςτο Πανεπιςτόμιο. Σε αυτϋσ τισ διαφορϋσβρύςκεται η ρύζα 
πολλϐν προβλημϊτων που αντιμετωπύζουν πολλού πρωτοετεύσ φοιτητϋσ, 
ιδιαύτερα ςε τμόματα Μαθηματικϐν. Μια τϋτοια διαφορϊ εύναι η ανϊγκη για 
εννοιολογικό κατανόηςη.  Στην παρουςύαςη, θα αναφερθούν ςτοιχεύα από τη 
διεθνό και την ελληνικό βιβλιογραφύα, καθϐσ και από την εμπειρύα μου από τη 
διδαςκαλύα ςε πρωτοετεύσ φοιτητϋσ του τμόματοσ Μαθηματικϐν του ΕΚΠΑ, τα 
οπούα δεύχνουν ότι η ϋλλειψη εννοιολογικόσ κατανόηςησ και πολύ περιςςότερο 
η μη ςυνειδητοπούηςη τησ ανϊγκησ για εννοιολογικό κατανόηςη,  βρύςκεται 
πύςω από πολλϊ προβλόματα που αντιμετωπύζουν οι φοιτητϋσ κατϊ τη 
μετϊβαςη τουσ από το ςχολεύο ςτο Πανεπιςτόμιο.   
 

Ειςαγωγή 
 
Η μετϊβαςη από το ςχολεύο ςτο Πανεπιςτόμιο εύναι μια ιδιαύτερα πολύπλοκη 
διαδικαςύα. Σε αυτό τη μετϊβαςη ςυντελούνται τρεισ μεγϊλεσ αλλαγϋσ ςτη ζωό 
του φοιτητό. Η κοινωνικό αλλαγό, η αλλαγό του εκπαιδευτικού περιβϊλλοντοσ 
ςτο οπούο ςπουδϊζει και η αλλαγό ςτον τρόπο που πρϋπει να «αντιμετωπύςει» 
τα μαθηματικϊ. Οι τρεισ αυτϋσ αλλαγϋσ ςυνδϋονται. Θετικϊ βόματα ςτη μια 
κατεύθυνςη επηρεϊζουν θετικϊ και τισ ϊλλεσ και καθυςτερόςεισ ςτη μια 
επηρεϊζουν αρνητικϊ τισ ϊλλεσ. Η προςαρμογό ςτισ νϋεσ ςυνθόκεσ ϋχει μεγϊλο 
κόςτοσ για πολλούσ φοιτητϋσ.  
Πολλϋσ διεθνεύσ ϋρευνεσ μελετϊνε το πρόβλημα τησ μετϊβαςησ εςτιϊζοντασ ςτη 
μια ό ςτην ϊλλη απο τισ παραπϊνω αλλαγϋσ. Στην ομιλύα αυτό θα εςτιϊςουμε 
ςτη μετϊβαςη από τα μαθηματικϊ του ςχολεύου ςτα μαθηματικϊ του 
Πανεπιςτημύου. Έχει διαπιςτωθεύ η ύπαρξη αςυνϋχειασ, ενόσ κενού, μεταξύ των 
μαθηματικϐν του ςχολεύου και του πανεπιςτημύου (Luk, 2005, Kajander & 
Lovric, 2005, Winslow, 2013). Ο τρόποσ που οι μαθητϋσμαθαύνουν να μελετϊνε 
τα μαθηματικϊ ςτο ςχολεύο και αυτόσ που πρϋπει να τα μελετϊνε ςτο 
πανεπιςτόμιο εύναι ποιοτικϊ διαφορετικόσ. Στο πανεπιςτόμιο απαιτεύται από 
τουσ φοιτητϋσ να κατανοούν τισ ϋννοιεσ ϐςτε να μπορούν να τισ 
χρηςιμοποιόςουν ςτισ αποδεύξεισ. Να κατανοούν τισ αποδεύξεισ των 



θεωρημϊτων ϐςτε να μπορούν να αξιοποιόςουν τισ ιδϋεσ κλειδιϊ που υπϊρχουν 
ςε αυτϋσ για να αποδεύξουν ϊλλεσ ιδιότητεσ και να λύςουν αςκόςεισ. Αντύθετα 
ςτο ςχολεύοη μελϋτη εςτιϊζει ςτην εκμϊθηςη διαδιαςιϐν και μεθόδων.Αν 
παρατηρόςεικϊποιοσ προςεκτικϊ πϐσςκϋφτονται αρκετού μαθητϋσ, ακόμη και 
μαθητϋσ πουθεωρούνται καλούςτα Μαθηματικϊ,όταν προςπαθούν να 
αντιμετωπύςουν μαθηματικϊ προβλόματα, βλϋπειότιϋχουνςοβαρϋσ 
παρανοόςεισςε βαςικϊθϋματα.Αυτόοφεύλεται ςεμεγϊλο 
βαθμόςτηνϋλλειψηεννοιολογικόσ κατανόηςησ.Αυτού οι μαθητϋσ ϋχουν 
αποκτόςει μια υπολογύςιμη μαθηματικϊ γνϐςη  καθϐσ και την ικανότητα να 
αντιμετωπύζουν αςκόςεισ ςυγκεκριμϋνου τύπου.Δεν ϋχουν αποκτόςει όμωσ την 
ικανότητα να χρηςιμοποιούν τη γνϐςη τουσ ευϋλικτα, ϐςτε να μπορούν να 
λύςουν προβλόματα που δεν εύναι παρόμοια με ϊλλα, γνωςτϊ ςε αυτούσ από 
πριν.Δηλαδό, δεν ϋχουν αποκτόςει ουςιαςτικό μαθηματικό ςκϋψη.  
Οι Hoyles, Newman και Noss (2001) εντοπύζουν την ϋλλειψη μαθηματικόσ 
ςκϋψησ ωσ μια από τισ ςημαντικότερεσ δυςκολύεσ των μαθητϐν κατϊ τη 
μετϊβαςη τουσ από τη δευτεροβϊθμια ςτην τριτοβϊθμια εκπαύδευςη. 
 
Εννοιολογική κατανόηςη και προβλήματα πρωτοετών φοιτητών 
 
Η βϊςη μιασ μαθηματικόσ θεωρύασεύναι τα αξιϐματα. Τα αξιϐματα αφορούν ςε 
ιδιότητεσ πρωταρχικϐν εννοιϐν, δηλαδό εννοιϐν για τισ οπούεσ δεν ϋχουμε 
τυπικό οριςμό αλλϊ τισ αντιλαμβανόμαςτε διαιςθητικϊ. Αυτϋσ τισ ιδιότητεσ τισ 
δεχόμαςτε χωρύσ απόδειξη. Συνδιϊζοντασ τα αξιϐματα με βϊςη λογικούσ 
κανόνεσ αποδεικνύουμε νϋεσ ιδιότητεσ. Τα μαθηματικϊ αναπτύςςονται με νϋεσ 
ιδιότητεσ που προκύπτουν από τισ όδη γνωςτϋσ με βϊςη λογικούσ κανόνεσκαι με 
νϋεσ ϋννοιεσ, οι οριςμού των οπούων βαςύζονται ςτισ όδη γνωςτϋσ  ϋννοιεσ και 
ςτισ ιδιότητεσ που ϋχουμε όδη αποδεύξει. 
Τα βαςικϊ ςτοιχεύα τησ μαθηματικόσ ςκϋψησ εύναι οι οριςμού, γιατύ μϋςω αυτϐν 
δημιουργούνται οι ϋννοιεσ, και οι αποδεύξεισ οι οπούεσ, με χρόςη λογικϐν 
κανόνων, μασ οδηγούν από την υπϊρχουςα γνϐςη ςτη νϋα γνϐςη. 
Στη ςυνϋχεια θα εςτιϊςουμε ςε αυτϊ ταςτοιχεύα και θα δούμε το ρόλο τουσ ςτη 
μϊθηςη των μαθηματικϐν, πωσ αυτϊ χρηςιμοποιούνται ςτη δευτεροβϊθμια 
εκπαύδευςη και τι προβλόματα δημιουργούνται από αυτό τη χρόςη ςτουσ 
πρωτοετεύσ φοιτητϋσ. 
 
Η ςημαςία των οριςμών ςτη μαθηματική εκπαίδευςη 
 
Στα μαθηματικϊ κϊθε ϋννοια καθορύζεται πλόρωσ από τον οριςμό τησ και η 
διϊκριςη μεταξύ δύο μαθηματικϐν αντικειμϋνων γύνεται με βϊςη τον οριςμό 
τουσ. Για την κατανόηςη όμωσ μιασ ϋννοιασ δεν αρκεύ μόνο η γνϐςη του οριςμού 
τησ. Για να την κατανοόςουμε πρϋπει να διαθϋτουμε μια ςωςτό εικόνα τησ 
ϋννοιασ. Σύμφωνα με τουσ D. Tall και S. Vinner (1981), με τον όρο «εικόνα 
ϋννοιασ» (concept image) περιγρϊφουμε ολόκληρη τη γνωςτικό δομό η οπούα 
ςχετύζεται με την ϋννοια. Αυτό η γνωςτικό δομό περιλαμβϊνει όλεσ τισ νοητικϋσ 
εικόνεσ, διαδικαςύεσ και ιδιότητεσ που ςυνδϋονται με την ϋννοια. Η εικόνα μιασ 
ϋννοιασ που ϋχει διαμορφϐςει ϋνα ϊτομο δομεύται μϋςα από τισ εμπειρύεσ του 
και μεταβϊλλεται καθϐσ το ϊτομο αυτό ωριμϊζει μαθηματικϊ και ςυναντϊ νϋα 
ερεθύςματα που ςυνδϋονται με την ϋννοια. Η εικόνα αυτό περιλαμβϊνει τον 
οριςμό τησ ϋννοιασ (concept definition) πουγνωρύζειτοϊτομο (αν γνωρύζει), 



αλλϊεύναι κϊτιευρύτερο. Η γνϐςη μόνο του τυπικού οριςμού τησ δεν εγγυϊται 
την κατανόηςη τησ.  
Ο Vinner (1991),για να περιγρϊψειτοντρόπο πουςυνδϋονται ο οριςμόσμιασ 
ϋννοιασ μετηνεικόνα τησϋννοιασ, απομόνωςετονοριςμό από τα υπόλοιπα 
ςυςτατικϊτησεικόνασ και θεϐρηςε την ύπαρξη δύο διαφορετικϐν «κελιϐν» ςτη 
γνωςτικό δομό που ϋχει διαμορφϐςει ϋνα ϊτομο για την ϋννοια. Το ϋνα κελύ 
αφορϊ ςτον οριςμό τησ έννοιασ και το δεύτερο ςτην εικόνα τησ έννοιασ (χωρύσ 
να περιλαμβϊνεται ςε αυτό ο οριςμόσ). Ένα από τα κελιϊ ό ακόμα και τα  δύο 
μπορεύ να εύναι κενϊ. Το κελύ τησ εικόνασ τησ ϋννοιασ θεωρεύται κενό, εφ’ όςον 
δεν αποδύδεται νόημα ςτο όνομα τησ ϋννοιασ. Αυτό μπορεύ να ςυμβεύ ςτισ 
περιπτϐςεισ που απλϊ απομνημονεύεται ο οριςμόσ τησ ϋννοιασ. Πολλού θεωρούν 
ότι ότι η εικόνα ϋννοιασ θα διαμορφωθεύ  με τη βοόθεια του οριςμού ϋννοιασ και θα 
ελϋγχεται πλόρωσ από αυτόν. Δηλαδό, θεωρούν ότι τα δύο κελιϊ ςυνδϋονται με μια 
διαδικαςύα μονόσ κατεύθυνςησ για το ςχηματιςμό ϋννοιασ, όπωσ φαύνεται ςτο ςχόμα 1.  

 

  

 

                                 Σχόμα 1: Γνωςτικό ανϊπτυξη μιασ τυπικόσ ϋννοιασ 

 
Η διαμόρφωςη των δύο κελιϐν όμωσ μπορεύ να γύνει με διϊφορουσ τρόπουσ. 
Μπορεύ να διαμορφωθούν παρϊλληλα με αλληλεπύδραςη μεταξύ των κελιϐν 
αλλϊ μπορούν να διαμορφωθούν και ανεξϊρτητα. Ο Vinner (1991) 
αναφϋρειτοακόλουθοςχετικό παρϊδειγμα. Ένασ μαθητόσ μπορεύ να ϋχει 
ςχηματύςει εικόνα για τα ςυςτόματα ςυντεταγμϋνων, ωσ αποτϋλεςμα τησ 
παρατόρηςησ και μελϋτησ πολλϐν γραφικϐν παραςτϊςεων. Σύμφωνα με αυτό 
την εικόνα, οι δύο ϊξονεσ ενόσ ςυςτόματοσ ςυντεταγμϋνων εύναι μεταξύ τουσ 
κϊθετοι. Στην περύπτωςη αυτό, ο μαθητόσ μπορεύ να  διαμορφϐςει ωσ οριςμό 
του ςυςτόματοσ ςυντεταγμϋνων ότι εύναι δύο κϊθετοι ϊξονεσ.  Αργότερα μπορεύ 
να μϊθει ςτο μϊθημα ότι ϋνα ςύςτημα ςυντεταγμϋνων αποτελεύται από δύο  
τεμνόμενουσ (όχι υποχρεωτικϊ κϊθετουσ) ϊξονεσ, οπότε το περιεχόμενο του 
κελιού που περιλαμβϊνει τον οριςμό τησ ϋννοιασ θα διαφοροποιηθεύ. Στη 
ςυνϋχεια τρύα εύναι τα δυνατϊ ενδεχόμενα που μπορεύ να ςυμβούν: 
i) Η εικόνα τησ ϋννοιασ μπορεύ να μεταβληθεύ ϐςτε να ςυμπεριλϊβει και τα 
ςυςτόματα ςυντεταγμϋνων των οπούων οι ϊξονεσ δεν ςχηματύζουν ορθό γωνύα. 
Αυτό αποτελεύ μια ικανοποιητικό ανακαταςκευό τησ εικόνασ.  
ii) Η εικόνα τησ ϋννοιασ μπορεύ να παραμεύνει αμετϊβλητη και το κελύ του 
οριςμού για ϋνα μικρό διϊςτημα να περιϋχει τον οριςμό που ϋμαθε ο μαθητόσ, 
αλλϊ ςύντομα αυτόσ ο οριςμόσ να ξεχαςτεύ. Στην περύπτωςη αυτό, όταν ο 
μαθητόσ θα κληθεύ να ορύςει ϋνα ςύςτημα ςυντεταγμϋνων θα αναφερθεύ πϊλι ςε 
ςύςτημα με κϊθετουσ ϊξονεσ. Σε αυτό την περύπτωςη ο οριςμόσ όχι μόνο δεν 
επηρϋαςε την εικόνα αλλϊ γρόγορα ξεχϊςτηκε. 
iii) Και τα δύο κελιϊ να παραμεύνουν αμετϊβλητα. Όταν ζητηθεύ από τον μαθητό 
να ορύςει τι εύναι ςύςτημα ςυντεταγμϋνων θα επαναλϊβει τον οριςμό που ϋμαθε 
ςτο μϊθημα, αλλϊ ςε όλεσ τισ ϊλλεσ καταςτϊςεισ θα ςκεφτεύ το ςύςτημα 
ςυντεταγμϋνων ωσ δύο κϊθετουσ ϊξονεσ. 
Μια παρόμοια διαδικαςύα ενδϋχεται να εμφανιςτεύ όταν μια ϋννοια ειςϊγεται 
αρχικϊ μϋςω ενόσ οριςμού. Εδϐ, το κελύ τησ εικόνασ τησ ϋννοιασ εύναι κενό 
αρχικϊ. Μετϊ από πολλϊ παραδεύγματα και επεξηγόςεισ γεμύζει βαθμιαύα.   

Οριςμόσ Έννοιασ 

 

Εικόνα Έννοιασ 

 



 

 

 

          Σχόμα 2: Αλληλεπύδραςη μεταξύ εικόνασ ϋννοιασ & οριςμού ϋννοιασ 

Το ςχόμα 2 αναφϋρεται ςτισ μακροχρόνιεσ διαδικαςύεσ του ςχηματιςμού μιασ ϋννοιασ 
μϋςω τησ αλληλεπύδραςησ μεταξύ των περιεχομϋνων των δύο κελιϐν. Η εννοιολογικό 
κατανόηςη προϏποθϋτει τη ςυμπλόρωςη και τη ςωςτό ςύνδεςη των δύο κελιϐν. Ο 
μαθητόσ όχι μόνο πρϋπει να γνωρύζει τον οριςμό τησ ϋννοιασ αλλϊ πρϋπει να ϋχει 
δημιουργόςει ςωςτϋσ αναπαραςτϊςεισ τησ ϋννοιασ και να μπορεύ να τισ ςυνδϋει 
μεταβαύνοντασ από τη μια ςτην ϊλλη. Αυτό απαιτεύται ιδιαύτερα κατϊ τη διαδικαςύα 
επύλυςησ προβλόματοσ.Όταν τύθεται ϋνα πρόβλημα ςε ϋνα μαθητό, τα κελιϊ 
τησεικόνασ ϋννοιασ και του οριςμού ϋννοιασ υποτύθεται ότι πρόκειται να 
ενεργοποιηθούν. Οι μαθηματικϊ ςωςτϋσ διανοητικϋσ διαδικαςύεσ για την επύλυςη του 
προβλόματοσ θα πρϋπει ςχηματικϊ να εκφρϊζονται με ϋνα από τα τρύα παρακϊτω 
ςχόματα. (Τα ςχόματα αντιπροςωπεύουν μόνο την πτυχό τησ εικόνασ ϋννοιασ και του 
οριςμού ϋννοιασ που εμπλϋκονται ςτη διαδικαςύα τησ επύλυςησ του προβλόματοσ και 
τα βϋλη ςτα ςχόματα αντιπροςωπεύουν τουσ διαφορετικούσ τρόπουσ με τουσ 
οπούουσ ϋνα γνωςτικό ςύςτημα ενδϋχεται να λειτουργόςει.)  

Έξοδοσ 

 
 

 
 
 
 
 
 
  
Εύςοδοσ 

 
                  Σχόμα 3 : Αλληλεπύδραςη μεταξύ του οριςμού και τησ εικόνασ. 

                                                                                              Έξοδοσ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                                                               Εύςοδοσ 

 
Σχόμα 4: Καθαρϊ τυπικό αφαύρεςη 

Οριςμόσ ϋννοιασ Εικόνα ϋννοιασ 

Εικόνα ϋννοιασ Οριςμόσ ϋννοιασ 

Οριςμόσ ϋννοιασ Εικόνα ϋννοιασ 



                                                                                               Έξοδοσ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Εύςοδοσ 

 
                                       Σχόμα 5: Αφαύρεςη μετϊ από διαιςθητικό ςκϋψη 
 
Το κοινό χαρακτηριςτικό γνϐριςμα όλων των παραπϊνω ςχημϊτων εύναι ότι 
για την επύλυςη ενόσ προβλόματοσ οι διανοητικϋσ διαδικαςύεσ που ςυντελούνται 
περιλαμβϊνουν οπωςδόποτε και τον οριςμό τησ ϋννοιασ και η τελικό απϊντηςη 
προκύπτει από την χρόςη αυτού. Αυτό εύναι και η μαθηματικϊ ςωςτό 
διαδικαςύα. Όπωσ όμωσ ϋχει προκύψει από αρκετϋσ ϋρευνεσ, ςτη πρϊξη με τουσ 
μαθητϋσ δε ςυμβαύνει πϊντοτε αυτό. Ερευνητικϊ αποτελϋςματα, όπωσ θα 
αναφϋρουμε παρακϊτω, δεύχνουν ότι ϋνα πιο κατϊλληλο πρότυπο για τισ 
διαδικαςύεσ που ακολουθούν ςτη πρϊξη οι περιςςότεροι μαθητϋσ εύναι το 
ακόλουθο: 
 

 
                                                                               Έξοδοσ 

 

 

 

 

 

 
 
 
 

                                                                                         Εύςοδοσ 

 

                                              Σχόμα 6: Διαιςθητικό απϊντηςη. 

 
Εδϐ το κελύ του οριςμού ϋννοιασ, αν και μπορεύ να μην εύναι κενό, δεν ενεργοποιεύται 
κατϊ τη διαδικαςύα επύλυςησ προβλόματοσ.  
Για να υποςτηρύξουμε τον ιςχυριςμό  ότι η πλειοψηφύα των μαθητϐν δεν 
χρηςιμοποιεύ τουσ τυπικούσ οριςμούσ κατϊ τη διαδικαςύα επύλυςησ προβλόματοσ θα 
παρουςιϊςουμε τα δεδομϋνα μιασ ϋρευνασ που αφορϊ ςτην ϋννοια τησ 

Οριςμόσ ϋννοιασ Εικόνα ϋννοιασ 

Οριςμόσ ϋννοιασ Εικόνα ϋννοιασ 



ςυνϊρτηςησ (Vinner, 1991). Το δεύγμα τησ ϋρευνασ όταν 147 πρωτοετεύσ φοιτητϋσ 
ενόσ πανεπιςτημύου ςτην Αγγλύα οι οπούοι εύχαν τα  Μαθηματικϊ βαςικό μϊθημα ςτισ 
τελευταύεσ τϊξεισ τησ δευτεροβϊθμιασ εκπαύδευςησ. Στουσ φοιτητϋσ αυτούσ δόθηκε το 
παρακϊτω ερωτηματολόγιο. 

1. Υπϊρχει ςυνϊρτηςη ςτην οπούα κϊθε αριθμόσ διϊφοροσ του μηδενόσ 
αντιςτοιχύζεται ςτο τετρϊγωνό του και το 0 αντιςτοιχύζεται ςτο -1;  

2. Υπϊρχει ςυνϊρτηςη ςτην οπούα κϊθε θετικόσ αριθμόσ αντιςτοιχύζεται ςτο 1, κϊθε 
αρνητικόσ αντιςτοιχύζεται ςτο -1 και το 0 ςτο 0;  

3. Υπϊρχει ςυνϊρτηςη η  γραφικό παρϊςταςη τησ οπούασ να εύναι η ακόλουθη;  
 

 
Σχόμα 7: Προκύπτει αυτό η γραφικό παρϊςταςη από μια ςυνϊρτηςη; 

4. Κατϊ την ϊποψό ςασ τι εύναι ςυνϊρτηςη;  

Στισ πρϐτεσ τρεισ ερωτόςεισ οι φοιτητϋσ ϋπρεπε να επιλϋξουν μεταξύ «ναι» ό «όχι» 
και να εξηγόςουν τισ απαντόςεισ τουσ.Ο οριςμόσ τησ ϋννοιασ τησ ςυνϊρτηςησ που 
εύχε διδαχθεύ ςε όλουσ τουσ φοιτητϋσ  όταν ότι, ςυνϊρτηςη εύναι μια αντιςτοιχύα 
μεταξύ δύο ςυνόλων που ςε κϊθε ςτοιχεύο του πρϐτου ςυνόλου αντιςτοιχεύ 
ακριβϐσ ϋνα ςτοιχεύο του δεύτερου. Παρϊ ταύτα, μόνο το 57% των φοιτητϐν 
ϋδωςε αυτόν ό κϊτι ιςοδύναμο με αυτόν τον οριςμό ωσ απϊντηςη ςτην ερϐτηςη 4. 
Το 14%  των φοιτητϐν εύπε ότι μια ςυνϊρτηςη εύναι ϋνασ κανόνασ αντιςτούχιςησ και 
απϋρριψαν τη δυνατότητα μιασ αντιςτοιχύασ η οπούα δεν βαςύζεται ςε κϊποιο 
κανόνα. Ένα επιπλϋον 14% υποςτόριξε ότι μια ςυνϊρτηςη εύναι ϋνασ τύποσ ό μια 
εξύςωςη. Το υπόλοιπο ποςοςτό δεν ϋδωςε ικανοποιητικό απϊντηςη ό δεν 
απϊντηςε. Σε ότι αφορϊ ςτισ εικόνεσ ϋννοιασ προϋκυψε ότι ςε ςυγκεκριμϋνεσ 
καταςτϊςεισ (ςτισ ερωτόςεισ 1 και 2) μεταξύ του ενόσ τρύτου και των δύο τρύτων 
των φοιτητϐν θεωρούςαν ότι μια ςυνϊρτηςη θα πρϋπει να δύνεται από ϋναν ενιαύο 
τύπο ό, εϊν δύνονται δύο τύποι, τότε θα πρϋπει τα επιμϋρουσ πεδύα οριςμού για τον 
κϊθε τύπο να εύναι διαςτόματα. Ένασ κανόνασ για ϋνα μόνο ςημεύο (όπωσ ςτην 
ερϐτηςη 1) δεν δύνει ςυνϊρτηςη. Μερικού φοιτητϋσ  θεϐρηςαν ότι οι αντιςτοιχύεσ οι 
οπούεσ δεν δύνονται από ϋναν αλγεβρικό τύπο δεν εύναι ςυναρτόςεισ, εκτόσ αν η 
μαθηματικό κοινότητα τισ ϋχει θεωρόςει ωσ ςυναρτόςεισ με το να τουσ δϐςει ϋνα 
όνομα ό μια ειδικό αναφορϊ. (Αυτό φϊνηκε ςτισ απαντόςεισ τησ ερϐτηςησ 2). Άλλοι 
φοιτητϋσ (περύπου τα 2/5) πύςτευαν πωσ η γραφικό παρϊςταςη μιασ ςυνϊρτηςησ 
πρϋπει να εύναι κανονικό, να αυξϊνει μϋςα ςε λογικϊ πλαύςια κ.α. (Αυτό φϊνηκε ςτισ 
απαντόςεισ τησ ερϐτηςησ 3.) Έτςι, πολλού φοιτητϋσ που όριςαν τη «ςυνϊρτηςη» 
ςωςτϊ δεν χρηςιμοποιούςαν τον οριςμό τησ όταν απαντούςαν τισ ερωτόςεισ 1-3. 
Μόνο το ϋνα τρύτο των φοιτητϐν που ϋδωςαν το ςωςτό οριςμό τησ ςυνϊρτηςησ 
απϊντηςε επύςησ ςωςτϊ ςτισ ερωτόςεισ 1-3. Κανϋνασ φοιτητόσ από αυτούσ που 



ϋδωςαν λανθαςμϋνο οριςμό δεν απϊντηςε ςτισ ερωτόςεισ 1-3 ςωςτϊ. Αντύςτοιχεσ 
ϋρευνεσ ςτην Ελλϊδα  δεύχνουν αντύςτοιχα αποτελϋςματα. Πολλού μαθητϋσ 
τελειϐνοντασ τη δευτεροβϊθμια εκπαύδευςη δεν ϋχουν μϊθει τη ςημαςύα που ϋχουν 
οι οριςμού ςτα μαθηματικϊ. Σε ςυζότηςη πρωτοετόσ φοιτητόσ του τμόματοσ 
Μαθηματικϐν του ΕΚΠΑ ςτο τϋλοσ του πρϐτου ϋτουσ των ςπουδϐν του, ανϋφερε 
ότι πολλϊ προβλόματα που αντιμετϐπιςε με τα μαθόματα ςτο πρϐτο εξϊμηνο των 
ςπουδϐν του  οφεύλονταν ςτο ότι δεν ϋδινε τη ςημαςύα που ϋπρεπε ςτην 
κατανόηςη των οριςμϐν. Συγκεκριμϋνα εύπε 

«Στο ςχολεύο μαθαύναμε τουσ οριςμούσ αλλϊ μετϊ δεν τουσ χρηςιμοποιούςαμε 
ουςιαςτικϊ ςτισ αςκόςεισ. Έτςι και ςτο πανεπιςτόμιο ςτην αρχό δεν ϋδινα 
ιδιαύτερο βϊροσ ςτην κατανόηςη των οριςμϐν. Μου πόρε χρόνο να 
ςυνειδητοποιόςω ότι αν δεν γνωρύζεισ καλϊ τουσ οριςμούσ δεν μπορεύσ να λύςεισ 
αςκόςεισ » 

Αυτόσ ο φοιτητόσ εύχε πϊρει ςτισ Πανελλαδικϋσ Εξετϊςεισ περύπου 19000 μόρια. 
Φυςικϊ, όταν ςυνειδητοπούηςε πωσ ϋπρεπε να διαβϊζει δεν εύχε πρόβλημα με τισ       
ςπουδϋσ του.   

Η ςημαςία των αποδείξεων ςτη μαθηματική εκπαίδευςη                                          

Ηαπόδειξη ςτα μαθηματικϊ εύναι απαραύτητη για να ςυμπερϊνουμε την αλόθεια 
ενόσ ιςχυριςμού. Συνεπϐσ ϋνασ ςτόχοσ τησ διδαςκαλύασ αποδεύξεων ςτο ςχολεύο 
εύναι να γύνει ςαφϋσ ςτουσ μαθητϋσ ότι ςτα μαθηματικϊ μόνο η απόδειξη μασ 
πεύθει γα την ιςχύ ενόσ θεωρόματοσ. Πολλού θεωρούν ότι αυτόσ ο ςτόχοσ εύναι 
και ο μοναδικόσ.Από εκεύ και πϋρα ςημαςύα ϋχει ο μαθητόσ να ξϋρει το θεϐρημα 
για να μπορεύ να λύνει αςκόςεισ. Αυτό η αντύληψη οδηγεύ ςε μια ςυγκεκριμϋνη 
διδακτικό προςϋγγιςη ςτη διδαςκαλύα των αποδεύξεων ςτο ςχολεύο. Μια 
προςϋγγιςη που ϋχει μοναδικό ςκοπό να δεύξει γιατύ οι επιμϋρουσ ιςχυριςμού 
που περιϋχονται ςε μια απόδειξη εύναι ςωςτού, χρηςιμοποιϐντασ την όδη 
γνωςτό θεωρύα. Δηλαδό, να καταλϊβουν οι μαθητϋσ ότι η ακολουθύα των 
μαθηματικϐν ςυλλογιςμϐν η οπούα ξεκινϊει από κϊτι που ιςχύει και, 
χρηςιμοποιϐντασ γνωςτό θεωρύα, καταλόγει ςτο ςυμπϋραςμα του θεωρόματοσ, 
εύναι ςωςτό. Αυτό η διδακτικό προςϋγγιςη των αποδεύξεων, η οπούα ςτη 
βιβλιογραφύα ονομϊζεται ςυντακτική απόδειξη (syntactic proof) (Weber and 
Alcock, 2004),δημιουργεύ ςτουσ μαθητϋσ μια ςυγκεκριμϋνη ςτϊςη όςον αφορϊ 
ςτισ αποδεύξεισ θεωρημϊτων. Πιςτεύουν ότι, γνωρύζω μια απόδειξη ςημαύνει ότι 
μπορϐ να την γρϊψω ςωςτϊ. Αυτό η ςτϊςη ϋχει ωσ ςυνϋπεια, όταν μελετούν μια 
απόδειξη να προςπαθούν να μϊθουν τα διαδοχικϊ βόματα που οδηγούν ςτο 
ςυμπϋραςμα και, ςτην καλύτερη περύπτωςη, γιατύ αυτϊ εύναι ςωςτϊ.  

Αυτόσ όμωσ πρϋπει να εύναι ο μοναδικόσ ςτόχοσ τησ διδαςκαλύασ τησ απόδειξησ; 
Να πειςτούν οι μαθητϋσ ότι το θεϐρημα εύναι ςωςτό;Ένασ τϋτοιοσ 
αποκλειςτικόσ ςτόχοσ περιορύζει αςφυκτικϊ τη ςημαςύα τησ διδαςκαλύασ τησ 
απόδειξησ και δεν ςυμβϊλλει ουςιαςτικϊ ςτην εννοιολογικό κατανόηςη και ςτην 
ανϊπτυξη τησ μαθηματικόσ ςκϋψησ των μαθητϐν.Μια απόδειξη περιϋχει κϊποιεσ 
ςημαντικϋσ ιδϋεσ κλειδιϊ, η ανϊδειξη των οπούων πρϋπει να εύναι βαςικό 
ςτοιχεύο τησ διδαςκαλύασ τησ. Και πρϋπει να εύναι βαςικό ςτοιχεύο γιατύ αυτϋσ 
τισ ιδϋεσ κλειδιϊ, ο μαθητόσ που θα τισ κϊνει κτόμα του θα μπορεύ να τισ 
αξιοποιόςει και ςε ϊλλεσ περιπτϐςεισ. Σε μαθηματικϊ προβλόματα που αυτϋσ οι 
ιδϋεσ βοηθϊνε ςτην επύλυςη τουσ. 



Αλλϊ και αυτό δεν εύναι αρκετό. Η ανϊπτυξη τησ μαθηματικόσ ςκϋψησ ςυνδϋεται 
και με την επινόηςη αυτϐν των ιδεϐν. Μϋςα από ποιεσ νοητικϋσ διαδικαςύεσ 
προϋκυψαν αυτϋσ οι ιδϋεσ; Πωσ οι προηγούμενεσ γνϐςεισ αξιοποιόθηκαν και 
οδόγηςαν ςε αυτϋσ τισ ιδϋεσ.Αυτϊ εύναι ςτοιχεύα που πρϋπει να περιϋχονται ςτη 
διδαςκαλύα μιασ απόδειξησ, γιατύ αυτϊ εύναι τα ςτοιχεύα που “φωτύζουν” την 
απόδειξη. Που αναδεικνύουν το ουςιαςτικό περιεχόμενο τησ και που ςυντελούν 
ςτην μαθηματικό ανϊπτυξη του μαθητό. 
Μια διδακτικό προςϋγγιςη τησ απόδειξησ με τα παραπϊνω χαρακτηριςτικϊ ςτη 
βιβλιογραφύα ονομϊζεται ςημαςιολογική απόδειξη ( symantic proof) (Weber and 
Alcock, 2004). 
Θα προςπαθόςω να αναδεύξω την διαφορϊ που ϋχουν οι δύο παραπϊνω 
προςεγγύςεισ  μϋςα από την απόδειξη του θεωρόματοσ ενδιαμϋςων τιμϐν:  
“ Αν f:[a, b]   εύναι ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη και h ∈ ℝ, ϐςτε f(a) < h < f(b), τότε 
υπϊρχει x

0  (a, b) ϐςτε f(x
0
) = h.” 

Η απόδειξη του θεωρόματοσ αυτού, η οπούα υπϊρχει ςτα ςχολικϊ βιβλύα,  
προκύπτει εύκολα από την ειδικό περύπτωςη για h=0, η οπούα εύναι γνωςτό ωσ 
θεϐρημα του Bolzano και υπϊρχει ςτα ςχολικϊ βιβλύα χωρύσ απόδειξη.  
Πρϊγματι, αν θϋςουμε g:[a, b]   , με g(x)=f(x)-h για κϊθε x   [a, b], εύναι πολύ 
εύκολο να διαπιςτϐςουμε ότι η ςυνϊρτηςη g ικανοποιεύ τισ υποθϋςεισ του 
θεωρόματοσ του Bolzano και ϊρα υπϊρχει x 0  (a, b) ϐςτε g(x 0 )=0. Άρα f(x 0 )=h. 

Η παραπϊνω απόδειξη εύναι μια απλό απόδειξη. Εύκολα μπορεύ να μϊθει ϋνασ 
μαθητόσ τα βόματα τησ απόδειξησ ϐςτε να εύναι ςε θϋςη να την γρϊψει ςωςτϊ 
όταν του ζητηθεύ Μια διδακτικό προςϋγγιςη που απλϐσ περιγρϊφει την 
παραπϊνω διαδικαςύα αποτελεύ μια ςυντακτικό προςϋγγιςη τησ απόδειξησ του 
παραπϊνω θεωρόματοσ, Ποια εύναι όμωσ η ιδϋα κλειδύ ςτην παραπϊνω 
απόδειξη; Πόςοι κατανοούν μϋςα από την τυπικό περιγραφό ότι η ιδϋα εύναι η 
κατακόρυφη μεταφορϊ τησ ςυνϊρτηςη g κατα -h, ϐςτε το πρόβλημα να αναχθεύ 
ςτην ύπαρξη ςημεύου μηδενιςμού μιασ ςυνϊρτηςησ με ετερόςημεσ τιμϋσ ςτα 
ϊκρα, το οπούο αντιμετωπύζεται με το γνωςτό από πριν θεϐρημα του Bolzano; Η 
περιγραφό τησ παραπϊνω απόδειξησ με τη χρόςη οπτικόσ αναπαρϊςταςησ 
(ςχόμα 8) αναδεικνύει αυτό την ιδϋα και βοηθϊει ςτην εννοιολογικό κατανόηςη 
τησ απόδειξησ.  
 

 
 
                                                                      Σχόμα  8 
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Οι δύο προςεγγύςεισ που περιγρϊψαμε παραπϊνω δεν αφορούν μόνο τισ 
αποδεύξεισ των θεωρημϊτων αλλϊ και τισ αποδεύξεισ αςκόςεων και 
προβλημϊτων. Η απλό γνϐςη μεθοδολογιϐν για τη λύςη ςυγκεκριμϋνου 
τύπου αςκόςεων ςυνδϋεται με τη ςυντακτικό προςϋγγιςη των αποδεύξεων. Ο 
μαθητόσ μαθαύνοντασ μια μεθοδολογύαμαθαύνειτη διαδικαςύα που πρϋπει να 
ακολουθόςει όταν ϋχει να αντιμετωπύςει ςυγκεκριμϋνου τύπου προβλόματα. 
Όταν όμωσ ϋχει να αντιμετωπύςει ϋνα πρόβλημα που δεν εντϊςεται ςε αυτόν 
τον τύπο προβλημϊτων, αλλϊ κϊποια ιδϋα που περιϋχεται ςτη 
μεθοδολογύαπου γνωρύζει ό μια τροποπούηςη αυτόσ μπορεύ να αξιοποιηθεύ 
για την επύλυςη του, το πιθανότερο εύναι να μην το καταλϊβει και να 
αξιοποιόςει τη γνϐςη που ϋχει. 
Στο πανεπιςτόμιο απαιτεύταιη ςημαντικό προςϋγγιςη των αποδεύξεων. Ο 
φοιτητόσ πρϋπει να κατανοόςει ουςιαςτικϊ μια απόδειξη ϐςτε, όχι μόνο να  
μπορεύ να την γρϊψει αν του ζητηθεύ, αλλϊ να εύναι ςε θϋςη να αξιοποιόςει  
τισ ιδϋεσ που υπϊρχουν ςε αυτόν καιςε ϊλλεσ περιπτϐςεισ. Η ςυντακτικό 
κατανόηςη μιασ απόδειξησ και η προςπϊθεια ομαδοπούηςησ αςκόςεων και 
ανϊπτυξησ  ςυγκεκριμϋνησ μεθοδολογύασ δεν ϋχει πρακτικό αξύα. Αυτό 
οφεύλεται ςτο ότι οι αςκόςεισ ςτο πανεπιςόμιο εύναι κυρύωσ θεωρητικϋσ και 
οι διαδικαςύεσ ςτισ αποδεύξεισ δεν εύναι απλϋσ. Ακόμη και η ύδια διαδικαςύα 
για να εφαρμοςτεύ ςωςτϊ απαιτεύ εννοιολογικό κατανόηςη. Εύκολα μπορεύ 
να κϊνει κϊποιοσ λϊθοσ ςε κϊτι που δεν το ϋχει κατανοόςει πλόρωσ. Για 
παρϊδειγμα, ςτο μαθημα του Απειροςτικού Λογιςμού ςτο πρϐτο ϋτοσ, οι 
φοιτητϋσ διδϊςκονταιότι κϊθε πραγματικόσ αριθμόσ εύναι όριο γνηςύωσ 
αύξουςασ ακολουθύασ ρητϐν αριθμϐν. Για την απόδειξη αυτόσ τησ 
ιδιότητασκαταςκευϊζουμε με επαγωγικό διαδικαςύα την ακολουθύα, 
επιλϋγοντασ τουσ όρουσ τησ ϋτςι ϐςτε αφενόσ να προςεγγύζουν τον αριθμό με 
τϋτοιο τρόπο που να εξαςφαλύζεται ότι η ακολουθύα που θα δημιουργηθεύ θα 
ςυγκλύνει ςε αυτόν, αφετϋρου κϊθε όροσ να εύναι μεγαλύτεροσ από τον 
προηγούμενο. Η διαδικαςύα αυτό αν δεν κατανοηθεύ δεν εύναι εύκολο να 
αποδοθεύ ςωςτϊ. Ίδια διαδικαςύα απαιτεύται και για την απόδειξη του 
ιςχυριςμού ότι το ελϊχιςτο ϊνω φρϊγμαενόσ ϊνω φραγμϋνου και μη κενού 
ςυνόλου, αν δεν ανόκει ςτο ςύνολο εύναι όριο γνηςύωσ αύξουςασ ακολουθύασ 
ςτοιχεύων του ςυνόλου. Σε πρόςφατεσ εξετϊςεισ που ζητόθηκε  από τουσ 
φοιτητϋσ να αποδεύξουν τον παραπϊνω ιςχυριςμό,μόνο ϋνα πολύ μικρό 
ποςοςτό (λιγϐτερο του 10%) απϊντηςεςωςτϊ. Οι περιςςότεροι δεν 
μπόρεςαν να γρϊψουν ςωςτϊ τη διαδικαςύα που εύχαν διδαχθεύ. Από τισ 
απαντόςεισ των περιςςοτϋρων όταν ςαφϋσ ότι εύχαν διαβϊςει τη διαδικαςύα 
καταςκευόσ μιασ ακολουθύασ με τισ παραπϊνω ιδιότητεσ, αλλϊ δεν την εύχαν 
κατανοόςει εννοιολογικϊ  ϐςτε να μπορούν να την αναπαρϊξουν ςωςτϊ. 
Για την εννοιολογικό κατανόηςη μιασ απόδειξησαναγκαύα προώπόθεςη εύναι 
η ςωςτό κατανόηςη των λογικϐν κανόνων που χρηςιμοποιούνται ςτα 
μαθηματικϊ. Σε πολλϊ γραπτϊ φοιτητϐν φαύνεται η ςύγχιςη που υπϊρχει 
ςτη χρόςη των όρων «ςυνεπϊγεται» και «ιςοδύναμο»καθϐσ και των 
αντύςτοιχων ςυμβόλων. Οι μαθητϋσ ςτο ςχολεύο ϋχουν μϊθει ότι για να 
αποδεύξουν μια ςχϋςη μπορούν να ξεκινόςουν από αυτό και με ιςοδυναμύεσ 
να καταλόξουν ςε μύα ςχϋςη που ιςχύει. Αν αυτό η διαδικαςύα δεν ϋχει γύνει 
εννοιολογικϊ κατανοητό, δηλαδό τι ςημαύνει ιςοδυναμύα και γιατύ η ιςχύ τησ 
ςχϋςησ που καταλόγουμε μασ εξαςφαλύζει την ιςχύ τησ αρχικόσ, τότε ο 



μαθητόσ μπορεύ να εφαρμόζει αυτό τη διαδικαςύα και ςε περιπτϐςεισ που δεν 
υπϊρχει ιςοδυναμύα. Πολύ ςυχνϊ, φοιτητϋσ θϋλοντασ να αποδεύξουν μια 
ςχϋςη ξεκινούν από αυτό και με απλϋσ ςυνεπαγωγϋσ, που πολλϋσ φορϋσ δεν 
αντιςτρϋφονται, καταλόγουν ςε κϊτι που ιςχύει και θεωρούν ότι ϋχουν 
αποδεύξει το ζητούμενο. Υπϊρχουν και περιπτϐςεισ που οι ςυνεπαγωγϋσ 
αντιςτρϋφονται οπότε η απόδειξη θα όταν ςωςτό αν αντύ του ςυμβόλου 
"⟹ " χρηςιμοποιεύτο το ςύμβολο  "⟺ "  αλλϊ αυτόσ που γρϊφει φαύνεται 
ότι δεν καταλαβαύνει τη διαφορϊ.   
 
Συμπερϊςματα 
 
Ο τρόποσ μελϋτησ των μαθηματικϐν που αναπτύςςουν οι μαθητϋσ ςτο 
ςχολεύο, ιδιαύτερα κατϊ τη διϊρκεια τησ προετοιμαςύασ τουσ για τισ εξετϊςεισ 
ειςαγωγόσ ςτην τριτοβϊθμια εκπαύδευςη, δεν εύναι αποτελεςματικόσ για τισ 
ςπουδϋσ τουσ ςτο πανεπιςτόμιο. Για την επιτυχό πορεύα τουσ ςτισ 
πανεπιςτημιακϋσ τουσ ςπουδϋσ, απαιτεύται ποιοτικϊ διαφορετικόσ τρόποσ 
μελϋτησ ο οπούοσ ϋχει βαςη την εννοιολογικό κατανόηςη.  Οι φοιτητϋσ πρϋπει 
να κατανοούν ουςιαςτικϊ τισ ϋννοιεσ, τα θεωρόματα και τισ αποδεύξεισ που 
μελετούν, ϐςτε να μπορούν να τα αξιοποιόςουν ςτισ αςκόςεισ και ςτα 
προβλόματα που αντιμετωπύζουν. Η ϋλλειψη τησ ανϊγκησ για τϋτοιου τύπου 
κατανόηςη ςτισ ςχολικϋσ ςπουδϋστουσ δημιουργεύ πεποιθόςεισοι οπούεσ 
αποτελούν εμπόδιο ςτη ςυνειδητοπούηςη τησ αλλαγόσ που πρϋπει να κϊνουν 
ςτον τρόπο μελϋτησ των μαθηματικϐν. Αυτό εύναι ϋνα από τα μεγαλύτερα 
προβλόματα κατϊ τη μετϊβαςη από τη δευτεροβϊθμια ςτη τριτοβϊθμια 
εκπαύδευςη. 
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