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Πεπίλητη  

 

Τν λα γλσξίδεη θάπνηνο πσο πξνζζέηνπκε  1/3 + 1/4 + 1/5  ζεκαίλεη όηη αληηιακβάλεηαη (ρσξίο 

λα θάλεη πξόζζεζε) αλ ην άζξνηζκα ηνπο είλαη κηθξόηεξν από ηε κνλάδα ή όηη θαηαλνεί όιεο ηηο 

δηαζηάζεηο ηεο έλλνηαο „‟θιάζκα‟‟; Όηαλ ηα παηδηά επηιύνπλ πξνβιήκαηα, εληζρύνπλ επίζεο ηελ 

θαηαλόεζε ησλ ππνθείκελσλ ελλνηώλ; Υπό πνηεο ζπλζήθεο νη αθεξεκέλεο καζεκαηηθέο έλλνηεο βνεζνύλ 

ηα παηδηά λα εθαξκόδνπλ ζσζηέο καζεκαηηθέο δηαδηθαζίεο;  

Οη καζεκαηηθέο ηθαλόηεηεο βαζίδνληαη ζηελ αλάπηπμε ηεο γλώζεο ησλ ελλνηώλ θαη ησλ 

δηαδηθαζηώλ, δειαδή ησλ ελλνηνινγηθώλ θαη δηαδηθαζηηθώλ γλώζεσλ. Αλ θαη ππάξρεη κεηαβιεηόηεηα 

ζηνλ ηξόπν κε ηνλ νπνίν απηέο νη γλώζεηο νξίδνληαη θαη κεηξηνύληαη, εξεπλεηέο θαη εθπαηδεπηηθνί 

ζεσξνύλ πσο νη ζρέζεηο κεηαμύ ηνπο είλαη ακθίδξνκεο (Arslan, 2010 · LeFevre, etal., 2006 · Star, 2002). 

Τν πσο ζπκπιέθνληαη είλαη έλα από ηα πην ζεκαληηθά δεηνύκελα ζην ρώξν ηεο Μαζεκαηηθήο έξεπλαο. Η 

νξηνζέηεζε ηνπ ηξόπνπ αιιειεπίδξαζεο απηώλ ησλ δύν ηύπσλ γλώζεσλ είλαη ζεκειηώδεο γηα ηελ 

θαηαλόεζε ηνπ ηξόπνπ κε ηνλ νπνίν αλαπηύζζεηαη ε καζεκαηηθή γλώζε θαη ζπκβάιιεη ζηε βειηίσζε 

ηεο δηδαζθαιίαο ησλ Μαζεκαηηθώλ (Hallett, Nunes, &Bryant, 2010 · Baroody, 2003 · Haapasalo, 

&Kadijevich, 2000).  

Δξεπλεηηθά πξνγξάκκαηα έρνπλ αλαδείμεη πξνηάζεηο δηδαθηηθώλ κεζόδσλ γηα ηελ ππνζηήξημε 

θαη ησλ δύν ηύπσλ  γλώζεσλ όπσο ε πξνώζεζε ηεο ζύγθξηζεο ελαιιαθηηθώλ ηξόπσλ ιύζεο, ε πξνηξνπή 

ζηνπο καζεηέο-ηξηεο λα εμεγνύλ θαη λα εξκελεύνπλ θαη ε παξνρή επθαηξηώλ γηα δηεξεύλεζε πξηλ από ηελ 

δηδαζθαιία (Rittle-Johnson, &Schneider, 2014 · Hallett, Nunes, &Bryant, 2010). Δίλαη πιένλ γεληθά 

απνδεθηό (Canobi, &Bethune, 2008 · VandeWalle, 2007) όηη νη δηαδηθαζηηθνί θαλόλεο ρσξίο 

ελλνηνινγηθή βάζε απνηεινύλ θαλόλεο ρσξίο εθινγίθεπζε θαη νδεγνύλ όρη κόλν ζε ιάζε αιιά θαη ζε 

αίζζεκα αληηπάζεηαο πξνο ηα Μαζεκαηηθά. 

 

 

Τι είναι ‘’εννοιολογική γνώζη’’;  

 

Σύκθσλα κε ην Λεμηθό ηεο Νέαο Διιεληθήο Γιώζζαο
1
,έλλνηα είλαη«ε λνεηηθή εηθόλα γηα ηελ 

νπζία, ην πεξηερόκελν ζπγθεθξηκέλνπ πξάγκαηνο, απηνύ ή αθεξεκέλνπ, ε ηδέα πνπ ζρεκαηίδεηαη ζην λνπ 

γηα θάζε ζηνηρείν ηνπ θόζκνπ». Σηα καζεκαηηθά ε γλώζε ησλ ελλνηώλ αλαθέξεηαη ζπρλά σο 

ελλνηνινγηθή γλώζε (Canobi, 2009). Οξίδεηαη από ηνπο Kilpatrick, Swafford, θαη Findell (2001), σο 

«θαηαλόεζε ησλ καζεκαηηθώλ ελλνηώλ, ιεηηνπξγηώλ θαη ζρέζεσλ». Απηόο ν ηύπνο γλώζεο απνθαιείηαη 

ελίνηε θαη ελλνηνινγηθή θαηαλόεζε ή γλώζε βαζηζκέλε ζε „‟αξρέο‟‟. 

                                                      
1
Μπακπηληώηεο, Γ. (1998). Λεμηθό ηεο Νέαο Διιεληθήο Γιώζζαο. Αζήλα: Κέληξν Λεμηθνινγίαο. 



Σύκθσλα κε ηνλ θιαζηθό νξηζκό ηνπ Hiebert θαη LeFevre (1986), «ε ελλνηνινγηθή γλώζε είλαη 

πινύζηα ζε δηαζπλδέζεηο. Μπνξεί λα ζεσξεζεί σο έλαο ηζηόο γλώζεο, έλα δίθηπν ζην νπνίν νη ζρέζεηο 

ζύλδεζεο είλαη ηόζν ζεκαληηθέο όζν θαη νη δηαθξηηέο πιεξνθνξίεο. Οη ζρέζεηο δηαπεξλνύλ ηα επηκέξνπο 

πιεξνθνξηαθά δεδνκέλα έηζη ώζηε όια ηα ζηνηρεία λα ζπλδένληαη ζε θάπνην δίθηπν». 

ΟηBaroody, Feil, θαη Johnson (2007), πξόηεηλαλ πσο νη ελλνηνινγηθέο γλώζεηο ζα πξέπεη λα 

νξηζηνύλ σο «γλώζεηο γηα γεγνλόηα, γεληθεύζεηο θαη αξρέο» ρσξίο λα απαηηείηαη λα είλαη πινύζηα 

ζπλδεδεκέλεο. Η εκπεηξηθή ππνζηήξημε απηήο ηεο πξνζέγγηζεο πξνέξρεηαη από ηελ έξεπλα γηα ηελ 

ελλνηνινγηθή αιιαγή πνπ δείρλεη όηη (1) ε ελλνηνινγηθή γλώζε ησλ αξραξίσλ είλαη ζπρλά 

θαηαθεξκαηηζκέλε θαη πξέπεη λα ελζσκαησζεί θαηά ηε δηάξθεηα ηεο κάζεζεο θαη (2) νη ελλνηνινγηθέο 

γλώζεηο ησλ κε αξραξίσλ ζπλερίδνπλ λα επεθηείλνληαη θαη λα νξγαλώλνληαη. 

 

 

Τι είναι ‘’διαδικαζηική γνώζη’’; 

 

Μηα δηαδηθαζία είλαη κηα ζεηξά βεκάησλ ή ελεξγεηώλ πνπ γίλνληαη γηα λα επηηεπρζεί έλαο ζηόρνο. 

Η γλώζε ησλ δηαδηθαζηώλ νλνκάδεηαη ζπρλά δηαδηθαζηηθή γλώζε (Canobi, 2009· Rittle-Johnson etal., 

2001). Η δηαδηθαζηηθή γλώζε είλαη ε „‟γλώζε ηνπ πώο’’ ή ε γλώζε ησλ βεκάησλ πνπ απαηηνύληαη γηα ηελ 

επίηεπμε δηαθόξσλ ζηόρσλ. Οη δηαδηθαζίεο κπνξνύλ λα είλαη (1) αιγόξηζκνη - κηα πξνθαζνξηζκέλε 

αθνινπζία ελεξγεηώλ πνπ ζα νδεγήζνπλ ζηε ζσζηή απάληεζε όηαλ εθηεινύληαη ζσζηά, ή (2) πηζαλέο 

ελέξγεηεο πνπ πξέπεη λα εθηειεζηνύλ θαηάιιεια γηα ηελ επίιπζε ελόο ζπγθεθξηκέλνπ πξνβιήκαηνο (π.ρ., 

βήκαηα επίιπζεο εμηζώζεσλ). Απηή ε γλώζε αλαπηύζζεηαη κέζσ ηεο πξαθηηθήο επίιπζεο πξνβιεκάησλ 

θαη ζπλεπώο ζπλδέεηαη κε ζπγθεθξηκέλνπο ηύπνπο πξνβιεκάησλ. «Η ζαθώο δηαδνρηθή θύζε ησλ 

δηαδηθαζηώλ ηηο μερσξίδεη από άιιεο κνξθέο γλώζεο» (Hiebert&LeFevre, 1986). 

 Οη Baroodyetal., (2007) αλαθέξνπλ όηη«νξηζκέλνη εθπαηδεπηηθνί καζεκαηηθώλ πξνρσξνύλ ζε 

ππεξαπινπζηεύζεηο θαη επηπόιαηα ή αζέιεηα εμηζώλνπλ ηηο γλώζεηο πνπ απνκλεκνλεύνληαη κε ηηο 

δηαδηθαζηηθέο γλώζεηο». Οη εξεπλεηέο ησλ καζεκαηηθώλ ζπλήζσο θαζνξίδνπλ ηηο δηαδηθαζηηθέο γλώζεηο 

σο δηαδνρηθέο ή "βήκα πξνο βήκα‟‟ νδεγίεο γηα πώο λα νινθιεξσζνύλ εξγαζίεο (Hiebert&Lefevre, 

1986).  

 

 

Μέηπηζη ηηρ εννοιολογικήρ και διαδικαζηικήρ γνώζηρ 

 

Ο ηξόπνο κε ηνλ νπνίν κεηξηέηαη ε ελλνηνινγηθή θαη δηαδηθαζηηθή γλώζε είλαη θξίζηκνο γηα ηελ 

εξκελεία ησλ ζρέζεσλ ηνπο. Οη ελλνηνινγηθέο γλώζεηο έρνπλ αμηνινγεζεί κε κεγάιε πνηθηιία ηξόπσλ, 

ελώ ππάξρεη πνιύ κηθξόηεξε πνηθηιία ζηνλ ηξόπν κέηξεζεο ηεο δηαδηθαζηηθήο γλώζεο.  

Οη κεηξήζεηο ελλνηνινγηθήο γλώζεο πνηθίιινπλ αλάινγα κε ην αλ νη δξαζηεξηόηεηεο απαηηνύλ 

ππνλννύκελε-έκκεζε ή ξεηή-ζαθή γλώζε ησλ ελλνηώλ. Οη κεηξήζεηο ηεο ππνλννύκελεο-έκκεζεο 

ελλνηνινγηθήο γλώζεο βαζίδνληαη ζπρλά ζε εξγαζίεο αμηνιόγεζεο ζηηο νπνίεο ηα παηδηά θάλνπλ κηα 

θαηεγνξεκαηηθή επηινγή (π.ρ. θξίλνπλ ηελ νξζόηεηα ελόο παξαδείγκαηνο ή κηαο απάληεζεο) ή θάλνπλ 

κηα πνηνηηθή αμηνιόγεζε (π.ρ. αμηνινγνύλ ηελ νξζόηεηα ελόο παξαδείγκαηνο σο πνιύ θαιό, θαιό ή κε 

θαιό). Άιιεο κεηξήζεηο ππνλννύκελεο-έκκεζεο ελλνηνινγηθήο γλώζεο βαζίδνληαη ζηελ θαηαλόεζε ή κε 

αληηπξνζσπεπηηθώλ αλαπαξαζηάζεσλ (π.ρ. αληηζηνίρηζε θιαζκάησλ ζε δηαγξάκκαηα πίηαο) θαη ζε 

ζπγθξίζεηο πνζνηήησλ.Γηα παξάδεηγκα, πξνβιήκαηα ζύγθξηζεο κεγεζώλ ρξεζηκνπνηνύληαη κεξηθέο 



θνξέο γηα ηελ αμηνιόγεζε ησλ ελλνηνινγηθώλ γλώζεσλ ησλ παηδηώλ γηα ηα κεγέζε ησλ αξηζκώλ (π.ρ. 

Schneider, Grabner, &Paetsch, 2009). 

Οη κεηξήζεηο ξεηήο-ζαθήο ελλνηνινγηθήο γλώζεο πεξηιακβάλνπλ ζπλήζσο ηελ παξνρή νξηζκώλ 

θαη εμεγήζεσλ. Γηα παξάδεηγκα,δεηείηαηε επηινγή νξηζκώλ γηα έλλνηεο θαη όξνπο, ε ζρεδίαζε ελόο ράξηε 

ηδεώλ ή εμεγήζεηο γηαηί ιεηηνπξγεί κηα δηαδηθαζία. Τέηνηεο εξγαζίεο κεηξήζεσλ κπνξνύλ λα γίλνπλ 

ζπκπιεξώλνληαο ζηνηρεία αμηνιόγεζεο (ζε έλα έληππν) ή κε απαληήζεηο θαηά ηε δηάξθεηα 

ηππνπνηεκέλσλ ζπλεληεύμεσλ. Έλα θξίζηκν ραξαθηεξηζηηθό απηώλ ησλ εξγαζηώλ είλαη πσο ηα 

δεηνύκελα είλαη άγλσζηα ζηνπο ζπκκεηέρνληεο, έηζη ώζηε λα αληινύλ απάληεζε από ηηο ελλνηνινγηθέο 

ηνπο γλώζεηο αληί λα εθαξκόδνπλ κηα γλσζηή δηαδηθαζία γηα ηελ επίιπζε ηνπ έξγνπ.  

Οη κεηξήζεηο ελλνηνινγηθήο γλώζεο είλαη αμηόπηζηεο αλ βαζίδνληαη ζε  πνιιαπιέο εξγαζίεο-ηεζη. 

Οη πνιιαπιέο εξγαζίεο-ηεζη πνπ απνζθνπνύλ ζηελ εθηίκεζε ηεο ίδηαο έλλνηαο κεηώλνπλ ηελ επηξξνή 

όζσλ κεηξήζεσλ αμηνινγνύλαπνθιεηζηηθά ζπγθεθξηκέλα ραξαθηεξηζηηθά. Η ελλνηνινγηθή γλώζε ζε 

έλαλ ηνκέα ζπρλά απαηηεί γλώζε πνιιώλ επηκέξνπο ελλνηώλ πνπ νδεγνύλ ζε έλα πνιπδηάζηαην λνεηηθό 

θαηαζθεύαζκα. Γηα παξάδεηγκα, γηα ηελ θαηακέηξεζε, νη βαζηθέο έλλνηεο πεξηιακβάλνπλ ηελ 

πιεζηθόηεηα (πιεζάξηζκν) θαη ηεδπλαηόηεηα αιιαγήο ζεηξάο θαηακέηξεζεο(ε νπνία δελ επεξεάδεη ην 

απνηέιεζκα), ελώ γηα ηηο αξηζκεηηθέο πξάμεηο, νη βαζηθέο έλλνηεο πεξηιακβάλνπλ ηελ αμία ζέζεο θαη ηελ 

αξρή ηεο αληηκεηαζεηηθόηεηαο. 

Οη κεηξήζεηο δηαδηθαζηηθήο γλώζεο έρνπλ πνιύ ιηγόηεξε πνηθηιία. Σηόρνο είλαη ζρεδόλ πάληα ε 

επίιπζε πξνβιεκάησλ θαη εμεηάδεηαη ε αθξίβεηα ησλ απαληήζεσλ ή ησλ δηαδηθαζηώλ. Σε νξηζκέλεο 

πεξηπηώζεηο, νη εξεπλεηέο εμεηάδνπλ επίζεο ην ρξόλν ιύζεο (LeFevreetal., 2006). Οη εξγαζίεο-ηεζη 

δηαδηθαζηηθήο γλώζεο είλαη νηθείεο - πεξηιακβάλνπλ ηύπνπο πξνβιεκάησλ πνπ παξόκνηα έρνπλ ιύζεη νη 

εμεηαδόκελνη θαη ζπλεπώο πξέπεη λα γλσξίδνπλ δηαδηθαζίεο επίιπζεο.  

Υπάξρνπλ θαη άιιεο κεηξήζεηο πνπ έρνπλ ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηελ αμηνπνίεζε ζπγθεθξηκέλσλ 

ηξόπσλ κε ηνπο νπνίνπο νη δηαδηθαζηηθέο γλώζεηο κπνξνύλ λα αληρλεπζνύλ. Όηαλ ελδηαθέξνληαη γηα ην 

πόζν επέιηθηεο είλαη νη δηαδηθαζηηθέο γλώζεηο, νη εξεπλεηέο αμηνινγνύλ ηηο γλώζεηο ησλ καζεηώλ-ηξηώλ 

ζρεηηθά κε πνιιαπιέο δηαδηθαζίεο θαη ηελ ηθαλόηεηά ηνπο λα επηιέγνπλ κε επειημία κεηαμύ ηνπο πνηα 

επηιύεη απνηειεζκαηηθά ηα πξνβιήκαηα. Η επειημία ηεο δηαδηθαζηηθήο γλώζεο ζρεηίδεηαη ζεηηθά κε ηελ 

ελλνηνινγηθή γλώζε, αιιά απηή ε ζρέζε αμηνινγείηαη ζπάληα (Schneider, Rittle-Johnson &Star, 2011).  

Γηα λα κειεηήζνπκε ηηο ζρέζεηο κεηαμύ ηεο ελλνηνινγηθήο θαη ηεο δηαδηθαζηηθήο γλώζεο, είλαη 

ζεκαληηθό λα ηηο αμηνινγήζνπκε αλεμάξηεηα. Ωζηόζν, επίζεο ζεκαληηθό είλαη λα αλαγλσξίζνπκε όηη 

είλαη δύζθνιν γηα έλα ηεζη λα κεηξήζεη ην έλα είδνο γλώζεο εμαηξνπκέλνπ ηνπ άιινπ. Αληίζεηα, 

ζεσξείηαη όηη ηα ηεζη κεηξνύλ θαηά θύξην ιόγν έλα είδνο γλώζεο ή ην άιιν.  

 

 

Σσέζειρ μεηαξύ ηηρ εννοιολογικήρ και ηηρ διαδικαζηικήρ γνώζηρ 

 

Ιζηνξηθά, έρνπλ ππάξμεη ηέζζεξηο δηαθνξεηηθέο ζεσξεηηθέο πξνζεγγίζεηο ζρεηηθά κε ηηο αηηηώδεηο 

ζρέζεηο κεηαμύ ελλνηνινγηθήο θαη δηαδηθαζηηθήο γλώζεο (Haapasalo&Kadijevich, 2000). Η πξνζέγγηζε 

ηεο πξσηνθαζεδξίαο ελλνηώλ ππνδειώλεη όηη ηα παηδηά αξρηθά απνθηνύλ ελλνηνινγηθή γλώζε, γηα 

παξάδεηγκα, κέζα από γνληθέο εμεγήζεηο ή θαζνδεγνύκελε από εγγελείο πεξηνξηζκνύο, θαη ζηε ζπλέρεηα 

απνθηνύλ θαη αλαπηύζζνπλ δηαδηθαζηηθέο γλώζεηο κέζσ επαλαιακβαλόκελσλ πξαθηηθώλ επίιπζεο 

πξνβιεκάησλ. Η πξνζέγγηζε ηεο πξσηνθαζεδξίαο δηαδηθαζηώλ ππνδειώλεη όηη ηα παηδηά καζαίλνπλ 

πξώηα ηηο δηαδηθαζίεο, γηα παξάδεηγκα, κέζσ δηεξεπλεηηθήο ζπκπεξηθνξάο, θαη ζηε ζπλέρεηα απνθηνύλ 

απόαπηέο ζηαδηαθά ηηο ελλνηνινγηθέο γλώζεηο, κέζσ λνεηηθώλ δηαδηθαζηώλ αθαίξεζεο. Μηα ηξίηε 



πξνζέγγηζε είλαη όηη νη ελλνηνινγηθέο θαη δηαδηθαζηηθέο γλώζεηο αλαπηύζζνληαη αλεμάξηεηα. Η ηέηαξηε 

είλαη εαλαδξαζηηθή πξνζέγγηζε. Οη αηηηώδεηο ζρέζεηο ππνζηεξίδεηαη όηη είλαη ακθίδξνκεο, θαη θάζε 

αύμεζε ζηελ ελλνηνινγηθή γλώζε νδεγεί ζε επαθόινπζεο απμήζεηο ησλ δηαδηθαζηηθώλ γλώζεσλ θαη 

αληίζηξνθα (Baroody, 2003).Η αλαδξαζηηθή πξνζέγγηζε είλαη πιένλ ε πην απνδεθηή. Σύκθσλα κε απηήλ 

επέξρνληαη ζηαδηαθέο βειηηώζεηο ζε θάζε είδνο γλώζεο κε ηελ πάξνδν ηνπ ρξόλνπ. Τν έλα είδνο γλώζεο 

δελ αλαπηύζζεηαη θαιά πξηλ εκθαληζηεί ην άιιν. Θεηηθνί ζπζρεηηζκνί κεηαμύ ησλ δύν ηύπσλ γλώζεο 

έρνπλ βξεζεί ζε έλα επξύ θάζκα ειηθηώλ θαη ζεκαηηθώλ ηνκέσλ όπσο ε απαξίζκεζε, ε πξόζζεζε θαη 

αθαίξεζε, νη θιαζκαηηθνί θαη δεθαδηθνί αξηζκνί, ε εθηίκεζε θαη ε επίιπζε εμηζώζεσλ (LeFevreetal., 

2006· Canobi&Bethune, 2008· Hallett, Nunes, &Bryant, 2010). 

Παηδηά δεκνηηθώλ ζρνιείσλ έιαβαλ έλα πνιύ ζύληνκν κάζεκα ζρεηηθά κε ηε δηαδηθαζία 

επίιπζεο πξνβιεκάησλ καζεκαηηθήο ηζνδπλακίαο (π.ρ. 6 + 3 + 4 = 6 + __), θάπνηα άιια γηα ηελ έλλνηα 

ηεο καζεκαηηθήο ηζνδπλακίαο θαη ζε κηα ηξίηε νκάδα δελ δόζεθε θαλέλα κάζεκα-δηδαζθαιία. Τα παηδηά 

πνπ παξαθνινύζεζαλ ην κάζεκα ηεο δηαδηθαζίαο θέξδηζαλ θαιύηεξε θαηαλόεζε ηεο έλλνηαο θαη ηα 

παηδηά πνπ δηδάρηεθαλ ζρεηηθά κε ηελ έλλνηα δεκηνύξγεζαλ ζσζηέο δηαδηθαζίεο γηα ηελ επίιπζε ησλ 

πξνβιεκάησλ (Rittle-Johnson &Alibali, 1999). 

Η αλάπηπμε ηεο ελλνηνινγηθήο θαη δηαδηθαζηηθήο γλώζεο ησλ καζεκαηηθώλ είλαη ζπρλά 

αλαδξαζηηθή θαη ην έλα είδνο γλώζεο ππνζηεξίδεη αύμεζε ηεο άιιεο, γεγνλόο πνπ κε ηε ζεηξά ηνπ 

ζηεξίδεη βειηίσζε ηεο άιιεο. Η ελλνηνινγηθή γλώζε κπνξεί λα βνεζήζεη ζηελ θαηαζθεπή, ηελ επηινγή 

θαη ηελ θαηάιιειε εθηέιεζε δηαδηθαζηώλ επίιπζεο πξνβιεκάησλ. Ταπηόρξνλα, ε πξαθηηθή εθαξκνγή 

ησλ δηαδηθαζηώλ κπνξεί λα βνεζήζεη ηνπο καζεηέο λα αλαπηύμνπλ θαη λα εκβαζύλνπλ ηελ θαηαλόεζε 

ησλ ελλνηώλ, εηδηθά εάλ έρεη ζρεδηαζηεί γηα λα θαηαζηήζεη ηηο ππνθείκελεο έλλνηεο πην εκθαλείο. 

Ωζηόζν, νη ζρέζεηο κεηαμύ ησλ δύν ηύπσλ γλώζεο δελ είλαη πάληα ζπκκεηξηθέο. Σε θάπνηεο 

κειέηεο, ε ελλνηνινγηθή γλώζε θαη ε ελλνηνινγηθή δηδαζθαιία είρε ηζρπξόηεξε επηξξνή ζηε 

δηαδηθαζηηθή γλώζε παξά ην αληίζηξνθν (Matthews&Rittle-Johnson, 2009). Δπηπιένλ, ε ζύληνκε 

δηδαζθαιία δηαδηθαζηώλ ή ε πξαθηηθή επίιπζεο πξνβιεκάησλ δελ ππνζηεξίδεη πάληα ηελ αλάπηπμε ηεο 

ελλνηνινγηθήο γλώζεο (Canobi, 2009). 

Τν θαηά πόζν ε βειηίσζε ηεο δηαδηθαζηηθήο γλώζεο ππνζηεξίδεη ηελ αύμεζε ηεο ελλνηνινγηθήο 

γλώζεο εμαξηάηαη από ηε θύζε ηεο δηδαζθαιίαο ησλ δηαδηθαζηώλ ή ηεο εμάζθεζεο. Βνεζάεη ε 

θαηεγνξηνπνίεζε πξνβιεκάησλ αξηζκεηηθήο πξαθηηθήο ώζηε λα είλαη επθνιόηεξν λα παξαηεξεζνύλ 

ζρεηηθέο ελλνηνινγηθέο ζρέζεηο, ελώ ε ηπραία επίδνζε πξαθηηθώλ πξνβιεκάησλ δελ απνδίδεη (Canobi, 

2009). 

Η ζπκκεηξία ζηηο ζρέζεηο κεηαμύ ελλνηνινγηθήο θαη δηαδηθαζηηθήο γλώζεο πνηθίιιεη επίζεο 

κεηαμύ αηόκσλ. Παηδηά ηεο Γ΄ ηάμεο θαη ηεο Δ΄ ηάμεο ζπκκεηείραλ ζε κεηξήζεηο ηεο ελλνηνινγηθήο θαη 

δηαδηθαζηηθήο γλώζεο ησλ θιαζκάησλ (Hallettetal., 2010). Μηα αλάιπζε παξαγόλησλ γηα ηηο δύν 

κεηξήζεηο αλέδεημε πέληε δηαθνξεηηθέο νκάδεο καζεηώλ-ηξηώλ, κε νκάδεο πνπ πνηθίιινπλ σο πξνο ην 

επίπεδν ηεο ελλνηνινγηθήο θαη δηαδηθαζηηθήο γλώζεο. Γηα παξάδεηγκα, κηα νκάδα είρε πάλσ από ην κέζν 

όξν ησλ ελλνηνινγηθώλ γλώζεσλ θαη θάησ από ην κέζν όξν ησλ δηαδηθαζηηθώλ γλώζεσλ, ζε κηα άιιε 

νκάδα δηαπηζηώζεθε ην αληίζεην θαη ζε κηα ηξίηεην επίπεδν ήηαλ πςειό θαη ζηηο ελλνηνινγηθέο θαη 

ζηηοδηαδηθαζηηθέο γλώζεηο. Απηέο νη δηαθνξέο ππνδεηθλύνπλ όηη, αλ θαη νη δύν γλώζεηο ζπζρεηηδόηαλ ζε 

όιεο ηηο νκάδεο, ε ηζρύο ησλ ζρέζεσλ πνηθίιεη. 

Σπλνςίδνληαο, νη ζρέζεηο κεηαμύ ελλνηνινγηθήο θαη δηαδηθαζηηθήο γλώζεο είλαη ακθίδξνκεο, 

αιιά κεξηθέο θνξέο δελ είλαη ζπκκεηξηθέο. Οη ελλνηνινγηθέο γλώζεηο ππνζηεξίδνπλ κε κεγαιύηεξε 

ζπλέπεηα θαη έληαζε ηε δηαδηθαζηηθή γλώζε από όηη ην αληίζηξνθν.  

 



 

Εκπαιδεςηικέρμέθοδοι για ηη βεληίυζη και ηυν δύο ηύπυν γνώζευν  

 

Γεδνκέλεο ηεο ζεκαζίαο ηεο αλάπηπμεο ηόζν ηεο ελλνηνινγηθήο όζν θαη ηεο δηαδηθαζηηθήο 

γλώζεο, νη εθπαηδεπηηθέο ηερληθέο πνπ ππνζηεξίδνπλ θαη ηα δύν είδε γλώζεσλ είλαη ζεκαληηθέο.  

Μηα απνηειεζκαηηθή δηδαθηηθή πξνζέγγηζε είλαη ε επηδίσμε ηεο ζύγθξηζεο ελαιιαθηηθώλ 

δηαδηθαζηώλ επίιπζεο πξνβιεκάησλ. Σε κηα ζεηξά κειεηώλ, νη καζεηέο-ηξηεο  κειέηεζαλ επεμεξγαζκέλα 

δεύγε παξαδεηγκάησλ-αζθήζεσλ πνπ εκθαλίδνπλ δύν δηαθνξεηηθέο, ζσζηέο δηαδηθαζίεο, γηα ηελ επίιπζε 

ηνπο θαη θιήζεθαλ λα ηηο ζπγθξίλνπλ. Γηα ηνπο καζεηέο-ηξηεο  πνπ γλώξηδαλ κία από ηηο δηαδηθαζίεο 

επίιπζεο ζηελ αξρηθή δνθηκαζία (pro-test), νη ζπγθξίζεηο ησλ δηαδηθαζηώλ είραλ σο απνηέιεζκα 

πεξηζζόηεξεο δηαδηθαζηηθέο γλώζεηο ή πεξηζζόηεξεο ελλνηνινγηθέο. Γηα όζνπο/εο δελ γλώξηδαλ κία από 

ηηο δηαδηθαζίεο επίιπζεο θαηά ηελ πξνθαηαξθηηθή δνθηκή (pro-test), δελ βξέζεθαλ νθέιε γηα 

ελλνηνινγηθέο ή δηαδηθαζηηθέο γλώζεηο (αλ θαη ε ζύγθξηζε βειηίσζε ηε δηαδηθαζηηθή επειημία ηνπο 

(Rittle-Johnson, Star, &Durkin, 2009). Δπηπιένλ, όηαλ νη καζεηέο ζπγθξίλνπλ ιαλζαζκέλεο δηαδηθαζίεο 

επίιπζεο κε ηηο αξκόδνπζεο, βειηηώλνπλ ηηο ελλνηνινγηθέο θαη δηαδηθαζηηθέο γλώζεηο ηνπο θαη 

ακβιύλνπλ ηηο παξαλνήζεηο (Durkin&Rittle-Johnson, 2009). Η ζύγθξηζε δηαδηθαζηώλ επίιπζεο 

πξνβιεκάησλ κπνξεί λα βνεζήζεη ηνπο καζεηέο-ηξηεο λα απνθηήζνπλ ελλνηνινγηθέο θαη δηαδηθαζηηθέο 

γλώζεηο, αιιά ηα πιενλεθηήκαηά πνπ πξνζδίδεη είλαη πην ζεκαληηθά αλ νη καζεηέο έρνπλ επαξθείο 

πξνγελέζηεξεο γλώζεηο.  

Μηα δεύηεξε πξνζέγγηζε είλαη ε ελζάξξπλζε ηεοεμήγεζεο θαηά ηε κειέηε ησλ δηαδηθαζηώλ 

επίιπζεο. Γηα παξάδεηγκα, παξαθηλώληαο καζεηέο-ηξηεοπξσηνβάζκηαο εθπαίδεπζεο λα εμεγήζνπλ γηαηί 

νη ιύζεηο ζε πξνβιήκαηα καζεκαηηθήο ηζνδπλακίαο ήηαλ ζσζηέο ή ιαλζαζκέλεο είρακε σο 

απνηέιεζκααύμεζε ηεο δηαδηθαζηηθήογλώζεο. Οκνίσο, ε παξόηξπλζε ζε καζεηέο ηνπ γπκλαζίνπ λα 

εμεγνύλ ηα βήκαηα ηνπο όηαλ κειεηνύζαλ παξαδείγκαηα πξνβιεκάησλ πηζαλόηεηαο νδεγνύζε ζε 

πςειόηεξε ελλνηνινγηθή γλώζε ηεο πηζαλόηεηαο (Berthold&Renkl, 2009).  

Μηα ηξίηε δηδαθηηθή πξνζέγγηζε είλαη λα πξνζθέξνληαη επθαηξίεο γηα εμεξεύλεζε ησλ 

πξνβιεκάησλ πξηλ από ηε δηδαζθαιία. Γηα παξάδεηγκα, παηδηά πξσηνβάζκηαο εθπαίδεπζεο έιπζαλ 

πξνβιήκαηα θαη κεηά δηδάρηεθαλ ηελ έλλνηα ηεο ηζνδπλακίαο (DeCaro&Rittle-Johnson, 2011). Τα παηδηά 

πνπ έιπζαλ ηα πξνβιήκαηα πξηλ από ηε δηδαζθαιία, είραλ κεγαιύηεξα θέξδε ζε ελλνηνινγηθέο γλώζεηο 

θαη δηαδηθαζηηθέο γλώζεηο, ζε ζύγθξηζε κε ηα παηδηά πνπ έιπζαλ ηα πξνβιήκαηα κεηά ηα δηδαζθαιία. 

Οκνίσο, νη καζεηέο-ηξηεοηεο κέζεο εθπαίδεπζεο πνπ δηεξεύλεζαλ πξνβιήκαηα θαη επηλννύζαλ ηε δηθή 

ηνπο θόξκνπια-ηύπν γηα ηνλ ππνινγηζκό ηεο ππθλόηεηαο πξηλ από ηελ δηδαζθαιία ηεο ππθλόηεηαο, 

απέθηεζαλ βαζύηεξε ελλνηνινγηθή θαη δηαδηθαζηηθή γλώζε ηεο ππθλόηεηαο από ηνπο καζεηέο πνπ 

έιαβαλ πξώηα ζρεηηθή δηδαζθαιία (Schwartzetal., 2011). Η αξρηθή εμεξεύλεζε πξνβιεκάησλ πξνζθέξεη 

ζηνποκαζεηέο-ηξηεο έλα πιαίζην δξαζηεξηνηήησλ ώζηε λα θαηαλνήζνπλ θάηη πνπ δελ είλαη άκεζα 

εκθαλέο. 

 

 

Παπαδείγμαηα ανάπηςξηρ εννοιολογικήρ ή διαδικαζηικήρ γνώζηρ μέζυ ηηρ επίλςζηρ 

πποβλημάηυν. 

 

Οη καζεηέο κπνξνύλ λα αλαπηύμνπλ ηελ ελλνηνινγηθή θαηαλόεζε ή ηε δηαδηθαζηηθή επάξθεηα 

ηνπο κέζσ ηεο επίιπζεο πξνβιεκάησλ. Αθνινπζνύλ ηξία παξαδείγκαηα πνπ επηθεληξώλνληαη ζε έλλνηεο 



θαη ηξία παξαδείγκαηα πνπ επηθεληξώλνληαη ζηηο δηαδηθαζίεο (VandeWalle, Karp, &Bay-Williams, 

2015): 

 

Έλλνηεο  

Η κάζεζε ησλ Μαζεκαηηθώλ πξνϋπνζέηεη ηελ αλάπηπμε πινύζησλ ζπλδέζεσλ κεηαμύ 

καζεκαηηθώλ ηδεώλ. Όζεο πεξηζζόηεξεο ζπλδέζεηο πξαγκαηνπνηνύληαη, ηόζν πινπζηόηεξν γίλεηαη ην 

ελλνηνινγηθό δίθηπν. Λακβάλνληαο ππόςε ηηο πξόηεξεο γλώζεηο ησλ καζεηώλ-ηξηώλ θαη 

ρξεζηκνπνηώληαο ζρεηηθέο δξαζηεξηόηεηεο, νη καζεηέο-ηξηεο  κπνξνύλ λα  επεθηείλνπλ ην δίθηπν ησλ 

ζπλδέζεσλ θαη λα εδξαηώλνπλ λέεο καζεκαηηθέο έλλνηεο θαη λένπο ηξόπνπο ζθέςεο: 

 

Έλλνηα: Γηαρσξηζκόο      Νεπηαγσγείν – Α΄ ηάμε 

Σθεθηείηε έμη πηάηα πνπ ηνπνζεηνύληαη ζε δύν δηαθνξεηηθά ηξαπέδηα. Σρεδηάζηε κηα εηθόλα γηα λα 

δείμεηε πσο ηα έμη πηάηα κπνξνύλ λα ηνπνζεηεζνύλ ζηα δύν ηξαπέδηα. Μπνξείηε λα βξείηε πεξηζζόηεξνπο 

από έλαλ ηξόπνπο; Πόζνη ηξόπνη πηζηεύεηε όηη ππάξρνπλ; 

 

Σην λεπηαγσγείν ή ζηελ Α΄ ηάμε, νη καζεηέο ζα ππνδείμνπλ πηζαλώο έλαλ ή δύν ηξόπνπο γηα λα 

ρσξίζνπλ ηα 6 πηάηα(κόλνη ηνπο). Καζώο νη καζεηέο-ηξηεο ιέλε γηα ηηο δηάθνξεο δπλαηόηεηεο ηνπ 

δηαρσξηζκνύ, ν δάζθαινο-α κπνξεί λα ηνπο ξσηήζεη εάλ έρνπλ βξεη όινπο ηνπο πηζαλνύο ζπλδπαζκνύο. 

Καζώο ζην έλα ηξαπέδη κπνξνύλ λα ππάξμνπλ από 0 έσο θαη 6 πηάηα, ζην άιιν ηξαπέδη αληίζηνηρα ζα 

έρνπκεαπό 6 σο 0 πηάηα (επηά ηξόπνη δηαρσξηζκνύ). Μέζσ απηήο ηεο δξαζηεξηόηεηαο, νη καζεηέο-ηξηεο 

κπνξνύλ λα βειηηώζνπλ ηελ θαηαλόεζή ηνπο γηα ηελ έλλνηα ηεο θαηαλνκήο-δηαρσξηζκνύ. Μπνξεί λα 

ρξεζηκνπνηεζνύλ παξόκνηεο δξαζηεξηόηεηεο όπσο "Με πόζνπο ηξόπνπο κπνξείηε λα βάιεηε 10 δώα ζε 2 

δσκάηηα; Οη καζεηέο-ηξηεο  κε ηέηνηεο δξαζηεξηόηεηεο κπνξνύλ λα αξρίζνπλ λα γεληθεύνπλ ην κνηίβν 

πνπ έρνπλ παξαηεξήζεη θαη λα πξνζδηνξίζνπλ πόζνπο ζπλδπαζκνύο ζα βξνπλ όηαλ νπνηνζδήπνηε 

αξηζκόο ρσξίδεηαη ζε δύν κέξε. 

 

Έλλνηα: Κιάζκαηα κεγαιύηεξα από ην 1  Τάμεηο Γ΄ σο Δ΄ 

Τνπνζεηήζηε έλα X ζηε αξηζκνγξακκή ζρεηηθά κε ην πνπ βξίζθεηαη ην 11/8. Δμεγήζηε γηαηί βάδεηε 

εθεί ην X.  

 
Η εξγαζία κπνξεί λα επηιπζεί κε δηάθνξνπο ηξόπνπο - γηα παξάδεηγκα, κε έλαλ ράξαθα ή κε ην 

δίπισκα κηαο ισξίδαο ραξηηνύ. Οη καζεηέο πξέπεη λα δηθαηνινγήζνπλ πνύ έβαιαλ ην ζήκα ηνπο. Σηε 

ζπδήηεζε πνπ αθνινπζεί ν δάζθαινο κπνξεί λα βνεζήζεη ηελ ηάμε λα βειηηώζεη ηηο ηδέεο γηα θιάζκαηα 

κεγαιύηεξα ηνπ 1 (γηα παξάδεηγκα, όηη ηα 11/8 ηζνδπλακνύλ κε έλα θαη άιια 3/8) θαη ηε ζεκαζία ηεο 

ρξήζεο θξηηεξίσλ αλαθνξάο, ζηελ πεξίπησζε απηή ην 1, γηα λα ππνινγηζηεί ην ζρεηηθό κέγεζνο 

θιαζκαηηθώλ αξηζκώλ. 

 

Έλλνηα: Σύγθξηζειόγσλ    Τάμεηο ΣΤ΄ σο Β΄ γπκλαζίνπ 

Ο Κώζηαο θαη ε Μαξία βξηζθόηαλ ζην ίδην ζεκείν ζηελ αξρή ελόο ιόθνπ θαη αξρίδνπλ λα 

αλεβαίλνπλ πξνο ηελ θνξπθή ηνπ όπνπ βξίζθνληαη νη θίινη ηνπο. Ο Κώζηαο πξνρσξάεη 5 κέηξα θάζε 25 

δεπηεξόιεπηα θαη ε Μαξία 3 κέηξα θάζε 10 δεπηεξόιεπηα. Υπνζέηνληαο πσο πεξπαηάλε κε ζηαζεξό ξπζκό 

πεδνπνξίαο, πνηνο ζα θηάζεη πξώηνο ζηνπο θίινπο ηνπο ζηελ θνξπθή ηνπ ιόθνπ; 



 

Οη καζεηέο κπνξνύλ λα επηιύζνπλ απηό ην πξόβιεκα κε δηάθνξνπο ηξόπνπο. Μπνξνύλ λα 

αλαπαξαζηήζνπλ ην πξόβιεκα νπηηθά κε άικαηα ζε κηα αξηζκνγξακκή ή ζπκβνιηθά ρξεζηκνπνηώληαο 

κηα πξνζέγγηζε ηνπ ξπζκνύ βαδίζκαηνο (θαζνξίδνληαο ηνλ αξηζκό ησλ κέηξσλ αλά δεπηεξόιεπην γηα 

θάζε άηνκν). Η δξαζηεξηόηεηα επηθεληξώλεηαη ζηνλ ηξόπν κε ηνλ νπνίν νη καζεηέο κπνξνύλ λα 

ζπγθξίλνπλ ιόγνπο. Με ηελ εμεηδίθεπζε θαη ηελ εμέηαζε αξθεηώλ παξαδεηγκάησλ, είηε ζην πιαίζην απηό 

είηε όρη, νη καζεηέο ζα αξρίζνπλ λα γεληθεύνπλ κηα δηαδηθαζία ζύγθξηζεο ιόγσλ, ε νπνία είλαη ε νπζία 

ηεο αλαινγηθήο ζπιινγηζηηθήο. 

 

Γηαδηθαζίεο  

Οξηζκέλνη εθπαηδεπηηθνί ρξεζηκνπνηνύλ ηε δηδαζθαιία επίιπζεο πξνβιεκάησλ γηα λα δηδάμνπλ 

έλλνηεο, αιιά όρη γηα λα δηδάμνπλ δηαδηθαζίεο. Απηό δεκηνπξγεί κηα απνζύλδεζε από ηελ νξγάλσζε 

δηαδηθαζηώλ γηα ηνπο καζεηέο. Γηαηί λα κελ επηλννύλ δηθέο ηνπο ζηξαηεγηθέο γηα ηηο δηαδηθαζίεο όηαλ 

δεηάκε λα ζρεδηάδνπλ ζηξαηεγηθέο γηα ηηο ζρεηηθέο έλλνηεο; Οη καζεηέο κπνξνύλ λα εθεύξνπλ δηθέο ηνπο 

ζηξαηεγηθέο γηα ηε δηεμαγσγή ησλ δηαδηθαζηώλ θαη απηό ζα πξέπεη λα απνηηκάηαη θαη λα ελζαξξύλεηαη 

από ηνπο εθπαηδεπηηθνύο. Μεξηθά παξαδείγκαηα δξαζηεξηνηήησλ πνπ κπνξνύλ λα νδεγήζνπλ ζε 

επηλόεζε (εύξεζε) δηαδηθαζηώλ από ηνπο καζεηέο-ηξηεο είλαη: 

 

Γηαδηθαζία: Πξόζζεζε δηςήθησλ θπζηθώλ αξηζκώλ  Τάμεηο Α΄ θαη  Β΄ 

Πνην είλαη ην άζξνηζκα ησλ 48 θαη 25; Πώο ην θαηάιαβεο; 

 

Παξόιν πνπ δελ ππάξρεη θάπνην ζελάξην ή θαηάζηαζε γηα επίιπζε, απηή ε δξαζηεξηόηεηα έρεη 

ην ραξαθηήξα πξνβιήκαηνο επεηδή νη καζεηέο-ηξηεο πξέπεη λα θξίλνπλ πώο ζα ηελ πξνζεγγίζνπλ (δελ 

έρνπλ δηδαρζεί ηνλ ηππηθό αιγόξηζκν σο ηώξα). Οη καζεηέο-ηξηεοκπνξνύλ λα εξγαζηνύλ ζην πξόβιεκα 

ρξεζηκνπνηώληαο αληηθείκελα ρεηξνπξαθηηθά, εηθόλεο ή λνεηηθέο ζηξαηεγηθέο. Αθνύ επηιύζνπλ ην 

πξόβιεκα κε ηνλ δηθό ηνπο ηξόπν, ν δάζθαινο δεηάεη λα αθνύζνπλ ηηο ζηξαηεγηθέο θαη ηηο ιύζεηο ν 

θαζέλαο ηνπ άιινπ. Μεξηθέο από ηηο πξνζεγγίζεηο καζεηώλ ζε κηα Β΄ ηάμε είλαη:  

 

 

 
 

 



Με παξόκνην ηξόπν, κπνξνύλ λα επηλνεζνύλ θαη λα ζπδεηεζνύλ δηαδηθαζίεο γηα άιιεο πξάμεηο 

κε θπζηθνύο, δεθαδηθνύο θαη θιαζκαηηθνύο  αξηζκνύο. 

 

Γηαδηθαζία: Γηαίξεζε θιαζκάησλ   Τάμεηο Δ΄ σο θαη  Α΄ γπκλαζίνπ 

Η θ. Μαξία πιέθεη θαζθόι γηα δώξα γηα ηηο εγγνλέο ηεο. Κάζε θαζθόι είλαη 1 κέηξν θαη κπνξεί λα 

πιέθεη 1/4 ηνπ θαζθόι θάζε κέξα. Πόζν θαηξό ζα πάξεη γηα λα θάλεη 3 θαζθόι; 

 

Οη καζεηέο-ηξηεοκπνξνύλ λα πξνζεγγίζνπλ ην πξόβιεκα κε πνιινύο ηξόπνπο. Άιινη επηιύνπλ ην 

πξόβιεκα εθαξκόδνληαο κέηξεζε κε ηα ηέηαξηα, άιινη κε πνζνζηά ηνπ κέηξνπ πιέμεο αλά εκέξα θαη 

άιινηκε πνζνζηά ηεο εκέξαο αλά κέηξν πιέμεο. Γηα λα επεθηείλνπλ ηηο ζθέςεηο ηνπο κπνξνύλ λα 

εξσηεζνύλ ηη ζα ζπλέβαηλε αλ ε θ. Μαξία κπνξνύζε λα πιέμεη 3/4 ηνπ κέηξνπ ζε κηα κέξα. Με 

πεξηζζόηεξεο καζεζηαθέο εκπεηξίεο από αλάινγα πξνβιήκαηα κε πνηθίια πνζνζηά, νη καζεηέο κπνξνύλ 

λα αξρίζνπλ λα θαηαλννύλ ηελ έλλνηα ηεο δηαίξεζεο θαη λα γεληθεύνπλ ηνλ ηξόπν επίιπζεο ηέηνησλ 

πξνβιεκάησλ.  

 

Γηαδηθαζία: Δκβαδόλ νξζνγσλίνπ    Τάμεηο: Γ΄ θαη Γ΄ 

Βξείηε ην εκβαδόλ ηνπ εμώθπιινπ ηνπ βηβιίνπ καζεκαηηθώλ ζαο θαιύπηνληαο ην κε πιαθάθηα 

ρξώκαηνο. Δπαλαιάβεηε γηα ην εκβαδόλ βηβιίσλ δηαθόξσλ κεγεζώλ. Πνην πξόηππν παξαηεξείηε ζηελ 

θάιπςε ηνπ βηβιίνπ; Δίλαη απηό ην πξόηππν ή ν θαλόλαο επαξθήο γηα ηελ θάιπςε νπνηνπδήπνηε 

νξζνγσλίνπ; 

 

Οη πεξηζζόηεξνη καζεκαηηθνί ηύπνη κπνξνύλ λα εμαρζνύλ κέζσ ηεο επίιπζεο πξνβιεκάησλ. Γηα 

παξάδεηγκα, νη καζεηέο κπνξνύλ λα εμεηάζνπλ ηα θπθιηθά θαπάθηα δνρείσλ γηα λα δηεξεπλήζνπλ ηνλ 

ηξόπν κε ηνλ νπνίν ε δηάκεηξνο ζρεηίδεηαη κε ηελ πεξηθέξεηα ελόο θύθινπ ή λα θόςνπλ 

παξαιιειόγξακκα γηα λα δεκηνπξγήζνπλ νξζνγώληα παξαιιειόγξακκα ώζηε λα αληηιεθζνύλ πώο 

ζρεηίδνληαη νη παξαηεξήζεηο ζηηο νπνίεο θαηαιήγνπλ. Η δηδαζθαιία ησλ καζεκαηηθώλ ελλνηώλ θαη 

δηαδηθαζηώλ κέζσ ηεο επίιπζεο πξνβιεκάησλ βνεζά ηνπο καζεηέο-ηξηεολα απνθύγνπλ ηελ απόθηεζε 

κεκνλσκέλσλ ηδεώλ θαη ζπληειεί ζηελ αλάπηπμεελόοδηαζπλδεδεκέλνπ θαη όιν θαη πην ζύλζεηνπδηθηύνπ 

καζεκαηηθήο θαηαλόεζεο. 

 

 

Παπαδείγμαηα ανάπηςξηρ εννοιολογικήρκαι διαδικαζηική γνώζηρ για κλάζμαηα. 

 

Η θαηαλόεζε ησλ θιαζκάησλ πνιιέο θνξέο πξνζθόπηεη ζε πνιιώλεηδώλ δπζθνιίεο θαη 

παξαλνήζεηο ησλ καζεηώλ. Γπζθνιίεο πνπ είλαη ζρεηηθέο κε ηελ ελλνηνινγηθή θύζεησλ ξεηώλ αξηζκώλ, 

θαη πνπ νθείινληαη ζηελ ππθλή δνκή ηνπο ζε αληίζεζε κε ηε δηαθξηηήδνκή ησλ θπζηθώλ αξηζκώλ, 

δπζθνιίεο πνπ είλαη ζρεηηθέο κε ηελ παξαλόεζε όηη αλάκεζα ζε δύν δηαδνρηθάθιάζκαηα (π.ρ. 1/4 θαη 

2/4) δελ ππάξρεη άιινο θιαζκαηηθόο αξηζκόο, δπζθνιίεο όηαλ ην ζύλνιν ησλ αληηθεηκέλσλ είλαη πην 

κεγάιν από ηνλ παξνλνκαζηή ηνπ θιάζκαηνο, δπζθνιίεο ησλ καζεηώλ-ηξηώλλα δνπλην θιάζκα σο 

δηαίξεζε αλάκεζα ζε δύν αξηζκνύο, θ.ά. 

Οη καζεηέο δηαζέηνπλ κηα αληίιεςε ηνπ θιάζκαηνο ε νπνία πξνέξρεηαη ζρεδόλ απνθιεηζηηθά 

από δηαδηθαζίεο αλαδήηεζεο ηνπ κέξνπο ελόο όινπ, δειαδή κηα ζηελή αληίιεςε ηνπ θιάζκαηνο σο 

„‟κέξνο όινπ‟‟. Απηή ε γλώζε δελ ζπλδέεηαη θπζηθά κε ηε ζπκβνιηθή αλαπαξάζηαζε ησλ θιαζκάησλ 

(π.ρ. 2/3) νύηε κε ηελ ηππηθή γισζζηθή δηαηύπσζε (π.ρ. δύν ηξίηα). Απηό ζεκαίλεη όηη ελδέρεηαη ν 



καζεηήο-ηξηα λα κπνξεί λα απαληήζεη ζε εξσηήκαηα δηαηππσκέλα ζηε θπζηθή γιώζζα πνπ αλαθέξνληαη 

ζε πξαγκαηηθέο θαηαζηάζεηο αιιά λα κελ κπνξεί λα δηαηάμεη θιάζκαηά θαηά ζεηξά κεγέζνπο (π.ρ. 

«κνηξάζακε δύν ίδηεο πίηζεο ζε ηέζζεξα θνκκάηηα ηε κηα θαη ζε πέληε ηελ άιιε. Δγώ πήξα έλα θνκκάηη 

από ηελ πξώηε θαη εζύ έλα θνκκάηη από ηε δεύηεξε. Πνηνο πήξε πεξηζζόηεξν;»). 

Ιδηαίηεξε έκθαζε θαηά ηε δηδαζθαιία πξέπεη λα δνζεί ζε δηαδηθαζίεο εθηίκεζεο ηνπ 

απνηειέζκαηνο. Γηα παξάδεηγκα, έρεη παξαηεξεζεί όηη έλαο κεγάινο αξηζκόο παηδηώλ απαληά 

ιαλζαζκέλα όηη 1/2 + 1/3 = 2/5. Αλ όκσο είραλ πξνεγεζεί δξαζηεξηόηεηεο εθηηκήζεηο ηνπ 

απνηειέζκαηνο ν καζεηήο-ηξηα  ζα κπνξνύζε λα ζθεθζεί πώο πξνζζέηνληαο ζην κηζό θάηη πεξηζζόηεξν 

δελ κπνξνύκε λα βξνύκε απνηέιεζκα κηθξόηεξν από ην κηζό.Πξέπεη επίζεο λα πξνζερζεί πσο ε 

αλάπηπμε ηεο αληίιεςεο ησλ κεγεζώλ ησλ θιαζκάησλ πξέπεη λα εδξαησζεί πξηλ πξνρσξήζνπκε ζηηο 

πξάμεηο κε ηα θιάζκαηα. 

Όπσο εηπώζεθε παξαπάλσ ε πξνζπάζεηα θαηαλόεζεο ηνπ θιάζκαηνο γίλεηαη ζπλήζσο κέζσ ηνπ 

κνληέινπ ηνπ εκβαδνύ. Γειαδή σο „‟κέξνο θάπνηνπ όινπ‟‟.  

 
Απηό επαξθεί κόλν γηα ηελ αλαπαξάζηαζε απιώλ θιαζκάησλ. Οη πξάμεηο ησλ θιαζκάησλ 

απαηηνύλ κηα δηαθνξεηηθή αληίιεςε: ηα θιάζκαηα είλαη αξηζκνί θαη πξέπεη λα δηδάζθνληαη θαη σο αξηζκνί. 

Σ’ απηό κπνξεί λα καο βνεζήζεη ε αξηζκνγξακκή
2
: 

 
 

Οη καζεηέο-ηξηεο είλαη θαιό λα ζπκπιεξώλνπλ ηελ αληίιεςή ηνπο γύξσ από ηα θιάζκαηα κέζα 

από ην „‟γέκηζκα‟‟ ηεο αξηζκνγξακκήο: 
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Παξάιιειεο αξηζκνγξακκέο κπνξνύλ λα ιεηηνπξγήζνπλ σο κνξθή αλαπαξάζηαζεο ηεο έλλνηαοησλ 

ηζνδύλακσλ θιαζκάησλ. 

 
 

Παξαδείγκαηα δξαζηεξηνηήησλ ζηελ αξηζκνγξακκή: 

 

α)  Τν Φ αληηζηνηρεί ζηνλ αξηζκό:  

 

β): Σε πνηα αξηζκνγξακκή ην Φ αληηπξνζσπεύεη ην 1/3;  

 
 

γ) Σεκείσζε ην 3/2  ζηελ παξαθάησ αξηζκνγξακκή: 

 
 

δ) Μηα ελαιιαθηηθή πξνζέγγηζε ηνπ κνληέινπ ηεο αξηζκνγξακκήο είλαη ην θνπηί ησλ θιαζκάησλ. 

Μπνξεί εύθνια λα θαηαζθεπαζζεί θαη απνηειεί κηα απηόλνκε δεκηνπξγηθή δξαζηεξηόηεηα γηα ηνπο 

καζεηέο-ηξηεο. 



 
 

Με βάζε απηό ην κνληέιν είλαη εύθνιν λα απαληεζνύλ εξσηήζεηο ηεο κνξθήο: 

Πνην είλαη κεγαιύηεξν ην 1/2 ή ην 1/3 ; 

Πνην είλαη κεγαιύηεξν ην 5/7 ή ην 7/10 ; 

Τν κνληέιν απηό κπνξεί λα βνεζήζεη ζηελ πξόζζεζε θαη ηελ αθαίξεζε θιαζκάησλ ή λα 

πξνθαιέζεη γλσζηηθέο ζπγθξνύζεηο ζηελ πεξίπησζε πνπ ζα εκθαληζζεί ην ηππηθό ιάζνο 1/2 + 1/3 = 2/5. 

 
 

Δίλαη εμίζνπ απνηειεζκαηηθό θαη γηα ηνλ πνιιαπιαζηαζκό. Δύθνια κπνξεί θάπνηνο λα 

παξαηεξήζεη όηη 1/2 Φ 1/5 = 1/10. 

 

 
Αιιά θαη ζε δπζθνιόηεξεο πεξηπηώζεηο όπσο π.ρ. ζηελ πεξίπησζε ηνπ πνιιαπιαζηαζκνύ 7/2 Φ 

3/5 κε ηε κεηαηξνπή  7 Φ (1/2  Φ 3/5) πξνθύπηεη ην δεηνύκελν απνηέιεζκα. 

 

Οη παξαθάησ ελδεηθηηθέο 5 πξώηεο δξαζηεξηόηεηεο βνεζνύλ ζηελ αλάπηπμε ελλνηνινγηθήο 

γλώζεογηα ηα θιάζκαηαελώ νη επόκελεο 5 ζηελ αλάπηπμε δηαδηθαζηηθήο (Παπαζενδώξνπ, 2016). 

 



 

 
 

 

Διαίπεζη κλαζμάηυν, εννοιολογική και διαδικαζηική γνώζη 

 

Η απηνκαηνπνίεζε ηεο ρξήζεο κηαο ηθαλόηεηαο απειεπζεξώλεη δηαλνεηηθή ελέξγεηα γηα 

επηθέληξσζε ζηηο απζηεξόηεξεο απαηηήζεηο ελόο πεξίπινθνπ πξνβιήκαηνο. Απηό ζπκβαίλεη π.ρ. κε ηελ 

αλάγθε λα γλσξίδνπκε ηνλ πίλαθα πνιιαπιαζηαζκνύ (γηα κνλνςήθηνπο αξηζκνύο) πξνηνύ 

πξνζπαζήζνπκε λα αληηκεησπίζνπκε ηνλ ηππηθό αιγόξηζκν πνιιαπιαζηαζκνύ. 

● Η δηαίξεζε θιαζκάησλ κε ηελ ηερληθή‘’αληηζηξέθνπκε  ηνπο όξνπο ηνπ δεύηεξνπ θιάζκαηνο θαη 

πνιιαπιαζηάδνπκε’’αλήθεη ζηηο δηαδηθαζηηθέο γλώζεηο ρσξίο λα έρεη ηηο πεξηζζόηεξεο θνξέο 

ελλνηνινγηθό αληίθξηζκα.Η αληηζηξνθή ηνπ δηαηξέηε θαη ν πνιιαπιαζηαζκόο είλαη ε κηα δηαδηθαζία πνπ 

ζρεδόλ πνηέ δελ θαηαλνείηαη. ΗLipingMa (1999) έδεημε όηη νη Κηλέδνη όρη κόλν ρξεζηκνπνηνύλ θαη 

δηδάζθνπλαπηόλ ηνλ αιγόξηζκν, αιιά μέξνπλ θαη πώο ιεηηνπξγεί. 

Γηα ηελ επίιπζε πξνβιεκάησλ όπσο ην1 / 4 ‚1/ 2, νη καζεηέο πξέπεη λα είλαη ζε ζέζε λα 

θαηαλννύλ πσο ην εξώηεκα πνπ βξίζθεηαη από πίζσ είλαη: „‟Πόζα κηζά ππάξρνπλ ζε έλα ηέηαξην‟‟; 

Απηό ην είδνο επρέξεηαο επηηξέπεη ζηνπο καζεηέο λα ρξεζηκνπνηνύλ ηηο δηθέο ηνπο ηθαλόηεηεο ινγηθήο θαη 

νπηηθήο ζθέςεο γηα λα πξνρσξήζνπλ ζηε ιύζε (1 / 2) ζε ζρέζε κε ην πξόβιεκα. Η νπηηθνπνίεζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο βνεζάεη πάληνηε ζεκαληηθά ζηελ θαηαλόεζε ηνπ απνηειέζκαηνο. 



 

 

 

 

 

 

¼ : ένα ηέηαπηο ½   : μιζό 

Πόζα κηζά ππάξρνπλ ζην 1/4;  Υπάξρεη κηζό από ην 1/2 ζην 1/4. 

 

● Σηε δηαίξεζε 5/3† 1 / 2 έρνπκε κηα δηαίξεζε „‟κέηξεζεο‟‟. Φξεζηκνπνηνύκε ηνλ αιγόξηζκν ηνπ 

θνηλνύ παξνλνκαζηή πνπ βαζίδεηαη ζηελ έλλνηα ηεο κέηξεζεο ή ηεο επαλαιακβαλόκελεο αθαίξεζεο γηα 

ηεδηαίξεζε. Τν όλνκα ηνπ θιαζκαηηθνύ κέξνπο (παξνλνκαζηήο)δελ έρεη πιένλ ζεκαζία θαη ην πξόβιεκα 

αθνξά ζηε δηαίξεζε ησλ αξηζκεηώλ. Ο εμαγόκελνο θαλόλαο ή αιγόξηζκνο είλαη θαη' επέθηαζε ν 

αθόινπζνο: γηα λα δηαηξέζνπκε θιάζκαηα,ηα θάλνπκε νκώλπκα θαη έπεηηα δηαηξνύκε ηνπο αξηζκεηέο. 

Ταπηόρξνλα κπνξνύκε λα δείμνπκε
3
 πσο ην 5 / 3 † 1 / 2 κπνξεί επίζεο λα γίλεη 5 / 3 Φ2 / 1, δειαδή 10 / 

3: 
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Σχέδια όπωσ παρουςιάζονται ςτο VandeWalle,  (2007). 



● Σηε δηαίξεζε 3 / 4 † 5 / 6 ε δηαδηθαζία‘’αληηζηξέθνπκε  ηνπο όξνπο ηνπ δεύηεξνπ θιάζκαηνο θαη 

πνιιαπιαζηάδνπκε’’ κπνξεί λα εμεγεζεί κε ηνλ παξαθάησ ηξόπν: 

   
 

   
 

 
            

    

 
 

 

Επιμύθιο 

 

Όηαλ καζαίλνπκε καζεκαηηθά, καζαίλνπκε λα εθηεινύκεθαη καζεκαηηθέο δηαδηθαζίεο. Γλσζηέο 

σο αιγόξηζκνη, απηέο νη δηαδηθαζίεο επηηξέπνπλ λα βξνύκε απαληήζεηο ζε πξνβιήκαηα ζύκθσλα κε 

νξηζκέλνπο θαλόλεο. Μνηάδνπλ πνιύ κε ζπληαγέο πνπ έρνπλ επηλνεζεί γηα λα καο βνεζνύλ λα θηάζνπκε 

γξήγνξα ζε απαληήζεηο όηαλ αληηκεησπίδνπκε ζαθώο θαζνξηζκέλα πξνβιήκαηα. Δίλαη πνιύ ζεκαληηθό 

λαέρνπκε ηε δπλαηόηεηα θαη γλώζε λα αθνινπζήζνπκε κηα „‟ζπληαγή‟‟ γηα λα θαηαιήμνπκε γξήγνξα θαη 

απνηειεζκαηηθά ζε έλα ζπγθεθξηκέλν είδνο απάληεζεο, ζε έλα ζπγθεθξηκέλν είδνο πξνβιήκαηνο. Απηό 

όκσο δελ αξθεί. Γελ αξθεί αλ ζθνπόο ηεο καζεκαηηθήο εθπαίδεπζεο είλαη ν Μαζεκαηηθόο 

Γξακκαηηζκόο
4
. 

Γηα παξάδεηγκα, ε δηαίξεζε δελ είλαη απιώο κηα δηαδηθαζία, έλαο αιγόξηζκνο. Γελ είλαη απιώοην 

"δηαηξέζηε, πνιιαπιαζηάζηε, αθαηξέζηε, θαηεβάζηε".Τν λα θάλεη έλα παηδί αηειείσηεο αζθήζεηο 

δηαίξεζεο δελ ζα ην βνεζήζεη λα θαηαιάβεη ηη ζεκαίλεη δηαίξεζε. Έλα πξόβιεκα δηαίξεζεο κπνξεί λα 

                                                      
4
Μαζεκαηηθόο Γξακκαηηζκόο είλαη ε ηθαλόηεηα θάπνηνπ λα αλαιύεη, λα εξκελεύεη θαη λα επεκβαίλεη ζην 

θνηλσληθό ηνπ πεξηβάιινλ, ρξεζηκνπνηώληαο σο εξγαιείν ηα Μαζεκαηηθά (Κνιέδα, 2007). Δίλαη επίζεο ε 

ηθαλόηεηα θάπνηνπ λα αλαιύεη θαη εξκελεύεη ηνλ ηξόπν πνπ ρξεζηκνπνηνύληαη ηα Μαζεκαηηθά γηα ηε ιήςε 

απνθάζεσλ ζε θνηλσληθό πιαίζην (ζηελ πνιηηηθή, ηελ νηθνλνκία, ην πεξηβάιινλ, ηελ ηερλνινγία θ.ιπ.). 

άρα: 



επηιπζεί κε επαλεηιεκκέλε αθαίξεζε, κε επαλαιακβαλόκελε πξόζζεζε, κε ηε ρξήζε αξηζκνγξακκήο ή 

αθόκα θαη κε ηε ρξήζε αληηθεηκέλσλ θαη ηε κνληεινπνίεζε ηεο δξάζεο ηεο δηαίξεζεο. Η δηαδηθαζία 

"δηαηξέζηε, πνιιαπιαζηάζηε, αθαηξέζηε, θαηεβάζηε" είλαη κόλν κία από ηηο πνιιέο πηζαλέο δηαδηθαζίεο. 

Η ππνθείκελε ηδέα ηεο δηαίξεζεο σο δξάζεοκεξηζκνύ ή κέηξεζεο είλαη θάηη πνιύ δηαθνξεηηθό από 

νπνηαδήπνηε από ηηο δηαδηθαζίεο γηα ηελ επίιπζε πξνβιεκάησλ δηαίξεζεο. Απηή ε ππνθείκελε ηδέα 

απνηειεί ηελ έλλνηα ηεο δηαίξεζεο. 

Οη έλλνηεο θαη νη δηαδηθαζίεο ζηα Μαζεκαηηθά, ε ελλνηνινγηθή γλώζε θαη ε δηαδηθαζηηθή γλώζε 

δεκηνύξγεζαλ κηα αληηπαξάζεζε ζέζεσλ αιιά θαη εθπαηδεπηηθώλ πνιηηηθώλ ηηο πξνεγνύκελεο 

δεθαεηίεο(Kilpatrick, Swafford, &Findell, 2001). Η ηθαλόηεηα ζηελ εθηέιεζε δηαδηθαζηώλ κε επειημία, 

αθξίβεηα θαη απνηειεζκαηηθόηεηα ππνζηεξίρηεθε ζην παξειζόλ σο ην επίθεληξν ηεο καζεκαηηθήο 

κάζεζεο. Η καζεκαηηθή δηαδηθαζηηθή επρέξεηα ζεσξήζεθε δσηηθήο ζεκαζίαο ώζηε νη καζεηέο λα 

απνθηήζνπλ βαζηθέο δεμηόηεηεο θαη λα αλαπηύμνπλ επειημία πξνθεηκέλνπ λα ζπκκεηάζρνπλ ζηνλ θόζκν 

γύξσ ηνπο. Απηό „‟κεηαθξάζηεθε‟‟ ζε πξνγξάκκαηα ζπνπδώλ πνπ ζηόρεπαλ ζε δεμηόηεηεο (skills-

basedcurricula).Σηνλ αληίπνδα, νη ππνζηεξηρηέο ηεο ελλνηνινγηθήο θαηαλόεζεο ππνβάζκηδαλ ηελ 

ζεκαληηθόηεηα ηεο δηαδηθαζηηθήο επρέξεηαο ζέηνληαο σο ζεκειηώδεο ηελ θαηαλόεζε ησλ ελλνηώλ, 

ιεηηνπξγηώλ, ζρέζεσλ θαη δνκώλ πνπ δηέπνπλ ηα Μαζεκαηηθά.  Πξόθεηηαη γηα κηα δηειθπζηίλδα ρσξίο 

εξεπλεηηθή ηεθκεξίσζε αθνύ από πνπζελά δελ επηβεβαηώλεηαη ε ππόζεζε όηη απηά ηα δύν είδε γλώζεο 

είλαη θαηά θάπνηνλ ηξόπν αληίπαια κεηαμύ ηνπο θαη όηη ην έλα „‟αληαγσλίδεηαη‟‟ ην άιιν. Τν αληίζηξνθν 

κάιινλ ζπκβαίλεη. Γειαδή ε απνπζία ηνπ ελόο είδνπο (απηό ζπλήζσο ζπκβαίλεη κε ηελ ελλνηνινγηθή 

γλώζε), απνηειεί ηξνρνπέδε ζηελ εδξαίσζε ηνπ άιινπ.  

OStar (2002) ππνζηεξίδεη όηη αληί λα ζπδεηάκε γηα ηελ πξνηεξαηόηεηα κεηαμύ ησλ δύν 

πξνζεγγίζεσλ, πξέπεη λα εμεηάζνπκε ηηο ζρέζεηο πνπ ππάξρνπλ κεηαμύ ηνπο. Οη ελλνηνινγηθέο θαη 

δηαδηθαζηηθέο γλώζεηο δηαηεινύλ ζε έλα καζεζηαθό ζπλερέο θαη δελ κπνξνύλ λα δηαρσξηζηνύλ. Σηόρνο 

ηεο έξεπλαο θαη ησλ δηδαθηηθώλ αλαδεηήζεσλ ζα πξέπεη λα είλαη ε εζηίαζε ζηνλ ηξόπν κε ηνλ νπνίν νη 

ζρέζεηο, νη ζπλδέζεηο θαη νη δηαζηαπξώζεηο κεηαμύ ηνπο επεξεάδνπλ θαη εκβαζύλνπλ ηελ εθκάζεζε ησλ 

Μαζεκαηηθώλ. 

Πνιιέο θνξέο ε δηδαζθαιία ησλ καζεκαηηθώλ δηνιηζζαίλεη ζε έλαλ άθακπην θνξκαιηζκό 

ζηεξηδόκελε κόλν ζην πσο θαη παξαβιέπνληαο ην γηαηί. Απνθηά έηζη κεραληζηηθά ραξαθηεξηζηηθά. Τν 

θάλσ καζεκαηηθά δελ κπνξεί λα είλαη απνζπλδεδεκέλν από ην λόεκαηνπο. Όπσο αλαθέξεη ν 

VandeWalle(2007): «Δίλαη γεληθά απνδεθηό όηη νη δηαδηθαζηηθνί θαλόλεο δελπξέπεη πνηέ λα δηδάζθνληαη 

ρσξίο λα γίλεηαη αλαθνξά ζεθάπνηεο έλλνηεο, παξόιν πνπ απηό ζπκβαίλεη, δπζηπρώο, πνιύ ζπρλά. Απηέο 

νη δηαδηθαζίεο ρσξίο ελλνηνινγηθή βάζε απνηεινύλ θαλόλεο ρσξίο εθινγίθεπζε θαη νδεγνύλ ζε ιάζεθαη 

ζε αίζζεκα αληηπάζεηαο πξνο ηα καζεκαηηθά. Όιεο νηκαζεκαηηθέο δηαδηθαζίεο κπνξνύλ θαη πξέπεη, λα 

είλαη ζπλδεδεκέλεο κε ηηο ελλνηνινγηθέο ηδέεο, νη νπνίεο επεμεγνύλην ιόγν θαη θέξλνπλην απνηέιεζκα. 

Οη δηαδηθαζίεο επίιπζεο ησλ καζεκαηηθώλ πξνβιεκάησλ, νη ζπκβνιηζκνί θαη νη νξηζκνί, αθνινπζνύλ 

πάληα κία ηζρπξή ελλνηνινγηθή αλάπηπμε. Σηηο ελλνηνινγηθά αλαπηπγκέλεο δηαδηθαζίεο ζπρλά δελ κπνξεί 

λα γίλεη δηάθξηζεκεηαμύ ελλνηνινγηθήο ή δηαδηθαζηηθήο γλώζεο. Απηή ε νινθιεξσκέλε ζρέζε θαη 

ελζσκάησζε ησλ ελλνηώλ θαη ησλ δηαδηθαζηώλ ζα πξέπεη λα είλαη ν πξσηαξρηθόο ζηόρνο». 
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