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Πεξίιεψε 

Σηελ εξγαζία απηή παξνπζηάδνπκε κηα δηδαθηηθή πξνζέγγηζε ηνπ 

ζεσξήκαηνο Bolzano, ζην πιαίζην ησλ Μαζεκαηηθώλ Καηεύζπλζεο ηεο Γ΄ 

Λπθείνπ, ε νπνία πεξηιακβάλεη παξαδείγκαηα θαη εηδηθέο πεξηπηώζεηο 

εθαξκνγήο ηνπ ζεσξήκαηνο, αληηπαξαδείγκαηα πνπ αλαδεηθλύνπλ όηη νη 

πξνϋπνζέζεηο ηνπ ζεσξήκαηνο είλαη ηθαλέο όρη όκσο θαη αλαγθαίεο, αιιά 

θαη πξνβιήκαηα πνπ πεξηγξάθνπλ θπζηθέο θαηαζηάζεηο πνπ 

αληηκεησπίδνληαη ζην πεδίν ησλ καζεκαηηθώλ κε εθαξκνγή ηνπ ελ ιόγσ 

ζεσξήκαηνο. Καηά ηε δηδαζθαιία ησλ πεξηζζόηεξσλ παξαδεηγκάησλ θαη 

αληηπαξαδεηγκάησλ δεηήζεθε από καζεηέο ηεο Τερλνινγηθήο Καηεύζπλζεο 

λα ηα επηιύζνπλ θαη αιγνξηζκηθά ζην πιαίζην ηνπ καζήκαηνο ηεο 

Αλάπηπμεο Δθαξκνγώλ ζε Πξνγξακκαηηζηηθό Πεξηβάιινλ (Α.Δ.Π.Π.), 

ζηνρεύνληαο ζηελ αλάπηπμε θαη ηε βειηίσζε ηθαλνηήησλ ζηε ρξήζε ησλ 

δνκώλ επηινγήο θαη επαλάιεςεο. Φάξε ζην θνηλό εθπαηδεπηηθό πιηθό πνπ 

ρξεζηκνπνηείηαη ζηα δύν καζήκαηα, νη καζεηέο εκπιέθνληαη ζε δηαδηθαζίεο 

επέθηαζεο ζεσξεκάησλ ησλ καζεκαηηθώλ, ζηε βάζε πινπνίεζεο θαη 

εθαξκνγήο αιγνξίζκσλ κε ςεθηαθά κέζα. Τέινο, ε εξγαζία απηή επηρεηξεί 

λα ιεηηνπξγήζεη θαη σο κηα κηθξή αθνξκή, ώζηε λα πινπνηεζνύλ ζηελ 

πξάμε δηδαθηηθά ζελάξηα ηα νπνία πξνάγνπλ ηελ δηεπηζηεκνληθόηεηα. 

 

Δηζαγωγή 

Τν πξόβιεκα ηεο επηλόεζεο γεληθώλ ηύπσλ γηα ηνλ αθξηβή πξνζδηνξηζκό 

ησλ ξηδώλ πνιπσλπκηθώλ εμηζώζεσλ, απαζρόιεζε γηα αηώλεο, σο 
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πξόβιεκα αηρκήο, αξθεηνύο κεγάινπο καζεκαηηθνύο εξεπλεηέο, από ηελ 

αξραηόηεηα σο ηηο κέξεο καο. Όηαλ είλαη αδύλαηνλ λα πξνζδηνξηζηνύλ νη 

ξίδεο κηαο εμίζσζεο, ε ζπλήζεο επηζηεκνληθή πξαθηηθή ιέεη όηη ε 

πξνζπάζεηά καο πξέπεη πιένλ λα εζηηάδεηαη ζηελ αλαδήηεζε πιεξνθνξηώλ 

πνπ ζα θσηίδνπλ όζν γίλεηαη πεξηζζόηεξν ηελ θαηάζηαζε θαη ζα θάλνπλ 

«αλώδπλε» απηή ηελ έιιεηςε αθξηβείαο. Απηή ε γεληθή ηαθηηθή κπνξεί λα 

εμεηδηθεπηεί ζην πξόβιεκα ηεο αλαδήηεζεο ησλ ξηδώλ κηαο εμίζσζεο (όηαλ 

απηέο είλαη αδύλαηνλ λα πξνζδηνξηζηνύλ) κε ηε δηαηύπσζε λέσλ 

εξσηεκάησλ ηνπ ηύπνπ: 

 Πόζεο πξαγκαηηθέο ξίδεο έρεη ε εμίζσζε; 

 Πνύ πεξίπνπ βξίζθνληαη απηέο νη ξίδεο πάλσ ζηνλ άμνλα xx ησλ 

πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ; 

 Πόζεο είλαη ζεηηθέο θαη πόζεο αξλεηηθέο; 

Σε εξσηήκαηα ηέηνηνπ ηύπνπ δίλνληαη απαληήζεηο από νξηζκέλα ζεσξήκαηα 

ηεο ζηνηρεηώδνπο Μαζεκαηηθήο Αλάιπζεο, πνπ έρεη επηθξαηήζεη λα ηα 

απνθαινύκε «ππαξμηαθά ζεσξήκαηα». Μεηαμύ απηώλ εληάζζεηαη θαη ην 

γλσζηό σο ζεώξεκα ηνπ Bolzano. 

Παξάιιεια, ε ρξήζε ησλ ςεθηαθώλ κέζσλ ζπλέβαιιε πξώηνλ, ζηελ 

ειαρηζηνπνίεζε ηνπ ρξόλνπ πνπ απαηηνύληαλ γηα ηνπο απαξαίηεηνπο 

ππνινγηζκνύο θαη δεύηεξνλ, ζηελ βειηίσζε ηεο αθξίβεηαο ησλ 

πξνζεγγίζεσλ ησλ ξηδώλ δηαθόξσλ, ζπλήζσο πνιύπινθσλ θαη κεγάινπ 

βαζκνύ εμηζώζεσλ (Εαραξηάδεο θ.α., 2007). Απηή αθξηβώο ε 

αιιειεπίδξαζε ησλ καζεκαηηθώλ θαη ησλ ςεθηαθώλ κέζσλ παξνπζηάδεηαη 

ζ’ απηήλ ηελ δηδαθηηθή πξόηαζε πνπ θαηαηίζεηαη κε ηελ παξνύζα εξγαζία. 

 

Σν ζεώξεκα Bolzano – Παξαδείγκαηα θαη Αληηπαξαδείγκαηα 

Αξρηθά ζπδεηάκε κε ηνπο καζεηέο θαη ηηο καζήηξηεο ην ζεώξεκα ζην 

πιαίζην ηεο γεσκεηξηθήο ηνπ επνπηείαο, θαη κε ζηνρεπκέλν δηάινγν, 

νδεγνύκε ηνπο καζεηέο λα δηαηππώζνπλ ην ζεώξεκα θαη ζηελ ζπκβνιηθή-

καζεκαηηθή γιώζζα (Αλδξεαδάθεο θ.α. 2010): 

Θεώρημα 

Έζησ κηα ζπλάξηεζε f νξηζκέλε ζε έλα δηάζηεκα [α,β]. Αλ: 

 ε f είλαη ζπλερήο ζην [α,β] θαη, επηπιένλ, ηζρύεη  

 f(α)·f(β)<0 

ηόηε ππάξρεη έλα, ηνπιάρηζηνλ,  0x ,    ηέηνην, ώζηε  0f x 0  

Γειαδή, ε εμίζσζε f(x)=0 έρεη ζην δηάζηεκα (α,β) κηα ηνπιάρηζηνλ ιύζε. 
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Παξάδεηγκα 1ν 

Ν' απνδεηρζεί όηη ε εμίζσζε 4x 4x 5 0   έρεη ζην  κηα ηνπιάρηζηνλ 

ξίδα. 

Λύζε 

Αλαδεηνύκε δηάζηεκα [α,β]  έηζη, ώζηε γηα ηελ ζπλάξηεζε  

  4f x x 4x 5    λα ηζρύεη f(α)·f(β)<0. 

Δπεηδή f(0)=-5<0 θαη f(2)=3>0, ζεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε f ζην [0,2]. 

Δπεηδή ε f είλαη ζπλερήο ζην [0,2], από ην ζεώξεκα Bolzano πξνθύπηεη όηη 

ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ έλα  0x 0,2   έηζη, ώζηε  0f x 0 , δειαδή ε 

εμίζσζε f(x)=0 έρεη ζην  κηα ηνπιάρηζηνλ ξίδα. 

Παξάδεηγκα 2ν 

Ν' απνδεηρζεί όηη ε εμίζσζε 3 24x 6 3x 8x   (1) έρεη ζην δηάζηεκα (0,2) 

δύν ηνπιάρηζηνλ ξίδεο (Καινκεηζίλεο 2003). 

Λύζε 

Με ζπζηεκαηηθό θαη ζηνρεπκέλν δηάινγν αλαδεηθλύνπκε ζηελ ηάμε ηελ 

θξίζηκε κεζνδνινγηθή παξαηήξεζε πνπ καο ιέεη όηη: Αλ δεηείηαη ε ύπαξμε 

δύν ή πεξηζζνηέξσλ ξηδώλ κηαο εμίζσζεο f(x)=0 ζε έλα δηάζηεκα (α,β), 

ηόηε ρσξίδνπκε ην δηάζηεκα απηό ζε δύν ή πεξηζζόηεξα δηαζηήκαηα θαη 

εθαξκόδνπκε ην ζεώξεκα Bolzano ζε θαζέλα απ' απηά. 

Σην παξάδεηγκά καο, αξθεί ε ζπλάξηεζε   3 2f x 4x 3x 8x 6     λα έρεη 

δύν ηνπιάρηζηνλ ξίδεο ζην δηάζηεκα (0,2). 

Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε   3 2f x 4x 3x 8x 6     ζην [0,1] 

 ε f είλαη ζπλερήο ζην [0,1] (σο πνιπσλπκηθή ) 

 f(0)=6>0 , f(1)=-1<0 

Δπνκέλσο, από ην ζεώξεκα Bolzano πξνθύπηεη όηη ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ 

έλα  1 1x 0,1 : f (x ) 0  , δειαδή ε εμίζσζε f(x)=0 έρεη ζην δηάζηεκα (0,1) 

κηα ηνπιάρηζηνλ ξίδα. Οκνίσο έρνπκε όηη 

 ε f είλαη ζπλερήο ζην [1,2] (σο πνιπσλπκηθή)  

 f(1)=-1<0 , f(2)=10>0  

επνκέλσο, από ην ζεώξεκα Bolzano πξνθύπηεη όηη ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ έλα 

   2 2x 1,2 : f x 0   

Γειαδή ε εμίζσζε f(x)=0 έρεη ζην δηάζηεκα (1,2) κηα ηνπιάρηζηνλ ξίδα. 

Δπεηδή 10 x 1   θαη 21 x 2   ζα ηζρύεη 1 2x x . 

Άξα ε ζπλάξηεζε f έρεη ζην (0,2) δύν ηνπιάρηζηνλ ξίδεο. 
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Περιπηώζεις εθαρμογής ηοσ Θ. Bolzano 

Αλ δεηείηαη ε ύπαξμε ξίδαο κηαο εμίζσζεο f(x)=0 ζε δηάζηεκα κνξθήο [α,β) 

ή (α,β] ή [α,β] ηόηε αξθεί λα ηζρύεη f(α) f(β)0, νπόηε δηαθξίλνπκε 

πεξηπηώζεηο γηα λα ειέγμνπκε αλ f(α)·f(β)=0 ή αλ f(α)·f(β)<0. 

Σηελ πεξίπησζε πνπ f(α)·f(β)=0 παίξλνπκε όηη ξίδα ηεο εμίζσζεο είλαη ην α 

ή ην β, ελώ αλ f(α)·f(β)<0, κε ην ζεώξεκα Bolzano δηαπηζηώλνπκε όηη 

ππάξρεη ξίδα ζην (α,β). 

Παξάδεηγκα 1ν 

Έζησ νη ζπλαξηήζεηο f, g νξηζκέλεο θαη ζπλερείο ζε δηάζηεκα Α θαη όηη γηα 

θάζε xΑ ηζρύεη f(x)-g(x)=cx, c . 

Αλ ε εμίζσζε f(x)=0 έρεη δύν εηεξόζεκεο ξίδεο 1 20    , λα απνδείμεηε 

όηη ε εμίζσζε g(x)=0 έρεη κηα ηνπιάρηζηνλ ξίδα ζην  1 2,  . 

Λύζε 

Δπεηδή ηα 1 2,   είλαη ξίδεο ηεο εμίζσζεο f(x)=0, ηζρύεη    1 2f f 0    . 

f(x)-g(x)=cxg(x)=f(x)-cx 

Ζ g είλαη ζπλερήο ζην  1 2,   δηόηη είλαη ζπλερήο ζην Α ( 1 2,  A ) 

   1 1 1 1g f c c         θαη    2 2 2 2g f c c         

    2

1 2 1 2g g c 0        ( 1 20     θαη c ) 

Αλ    1 2g g 0     ηόηε    1 2g 0 ή g 0    , δειαδή νη 1 2,   είλαη 

ξίδεο ηεο εμίζσζεο g(x)=0. 

Αλ    1 2g g 0    , από ην ζεώξεκα Bolzano ζα ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ 

 0 1 2x ,    ηέηνην ώζηε  0g x 0 . 

Δπεηδή θαη νη 1 2,   είλαη ξίδεο ηεο εμίζσζεο g(x)=0, ζα ηζρύεη  0 1 2x ,    

ώζηε  0g x 0 . 

Παξάδεηγκα 2ν 

Έζησ ζπλάξηεζε f ζπλερήο ζην [0,1] κε f(0)=f(1). 

Να απνδεηρζεί όηη ε εμίζσζε    f x f x 1/ 3   έρεη κηα ηνπιάρηζηνλ 

πξαγκαηηθή ξίδα (Νηνύγηαο 2003). 

Λύζε 

Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε      h x f x f x 1/ 3   . Ζ h νξίδεηαη γηα θάζε 

x  κε 
0 x 1 0 x 1

0 x 2 / 3
0 x 1/ 3 1 1/ 3 x 2 / 3
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Καηαιήγνπκε όηη ε h νξίδεηαη ζην δηάζηεκα  0,2 / 3 . 

Ζ f ζπλερήο ζην  0,2 / 3  , ε x+1/3 ζπλερήο σο πνιπσλπκηθή ζην  0,2 / 3 , 

νπόηε ε  f x 1/ 3  ζα είλαη ζπλερήο ζην  0,2 / 3 , σο ζύλζεζε ζπλερώλ 

ζπλαξηήζεσλ. 

Καηαξρήλ ε h είλαη ζπλερήο ζην  0,2 / 3 .(πξάμεηο ζπλερώλ ζπλαξηήζεσλ) 

     h 0 f 0 f 1/ 3  ,          h 2 / 3 f 2 / 3 f 1 f 2 / 3 f 0      

θαη      h 1/ 3 f 1/ 3 f 2 / 3  . 

Έρνπκε      h 0 h 1/3 h 2/ 3    

           f 0 f 1/3 f 1/3 f 2 /3 f 2 /3 f 0 0       (1)       

Αλ h(0)=0 ,ηόηε ε εμίζσζε έρεη ξίδα ηελ x=0. Όκνηα, αλ  h 1/ 3 0  έρεη 

ξίδα ηελ x 1/ 3 θαη αλ  h 2 / 3 0  έρεη ξίδα ηελ x 2 / 3 . 

Έζησ όηη νη αξηζκνί h(0),  h 1/ 3  θαη  h 2 / 3 είλαη δηάθνξνη ηνπ κεδελόο. 

ηόηε, ιόγσ ηεο (1), δπν ηνπιάρηζηνλ από απηνύο είλαη εηεξόζεκνη. Έζησ 

π.ρ. όηη    h 0 h 1/ 3 0  . Σ’ απηήλ ηελ πεξίπησζε από ην ζεώξεκα 

Bolzano έπεηαη όηη ε h έρεη κηα ηνπιάρηζηνλ ξίδα ζην  0,1/ 3 . Άξα ε 

εμίζσζε h(x)=0 ζα έρεη κηα ηνπιάρηζηνλ ξίδα. Όκνηα, αλ 

   h 1/ 3 h 2 / 3 0   ή    h 0 h 2 / 3 0  . 

 

Το θεώρημα. Bolzano και οι προϋποθέζεις ηοσ 

Τν ζεώξεκα Bolzano εμαζθαιίδεη, κε νξηζκέλεο πξνϋπνζέζεηο, όηη ππάξρεη 

 ,    ηέηνην, ώζηε f(μ)=0. 

Μία παξεξκελεία πνπ πηζαλώο λα εκθαλίζνπλ νη καζεηέο/ηξηεο είλαη λα 

ζεσξήζνπλ όηη, όηαλ δελ ηζρύνπλ νη ππνζέζεηο ηνπ ζεσξήκαηνο, ηόηε δελ 

κπνξεί λα ππάξρεη  ,    κε f(μ)=0. 

Όκσο, όηαλ δελ ηζρύνπλ νη πξνϋπνζέζεηο ηνπ ζεσξήκαηνο, ηόηε κπνξεί θαη 

λα ππάξρνπλ ζεκεία πνπ κεδελίδνπλ ηελ f, όπσο δείρλνπκε ζηα παξαθάησ 

παξαδείγκαηα. 

Παξάδεηγκα 1ν 

Έζησ ε ζπλάξηεζε   3 2f x x 4x x 6     κε  x 1,4  
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Δηθόλα 1:. Γξαθηθή Παξάζηαζε 

Ζ f είλαη ζπλερήο σο πνιπσλπκηθή ζην [1,4]. 

  3 2f 1 1 4 1 1 6 4         3 2f 4 4 4 4 4 6 10       

Δδώ, ελώ νη ηηκέο f(1) θαη f(4) είλαη νκόζεκεο, ππάξρνπλ δύν ζεκεία ζην 

[1,4], ηα 2 θαη 3, κε f(2)=0 θαη f(3)=0 

Παξάδεηγκα 2ν 

Έζησ ε ζπλάξηεζε  

2x -4    1 x 3

f x 1
x 1  3<x 6

2

  


 
  


. 

 
Δηθόλα 2: Γξαθηθή Παξάζηαζε 

Λύζε 

Ζ f δελ είλαη ζπλερήο ζην 0x 3 . 

   2

x 3 x 3
lim f x lim x 4 5

  
       

x 3 x 3

1 1
lim f x lim x 1

2 2  

 
     

 
 

Ζ f δελ είλαη ζπλερήο ζην 0x 3 . 

   2

x 3 x 3
lim f x lim x 4 5

  
       

x 3 x 3

1
lim f x lim 1/ 2x 1

2  
       f 3 5  

Γελ ππάξρεη ην  
x 3
limf x


,νπόηε ε f δελ είλαη ζπλερήο ζην x=3. 
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 f 1 1 4 3     ,  f 6 3 1 2     .  

Δλώ νη ηηκέο f(1) θαη f(6) είλαη νκόζεκεο, όκσο ζην x=2 έρνπκε f(2)=0. 

Παξάδεηγκα 3ν 

Έζησ ε ζπλάξηεζε  
x

ln x    0,4 x 2
f x

e 1  2<x 3,6

 
 

 
 

 
Δηθόλα 3: Γξαθηθή Παξάζηαζε 

Ζ f δελ είλαη ζπλερήο ζην x 2 . 

 
x 2 x 2
lim f x lim(ln x) ln 2

  
       x 2

x 2 x 2
lim f x lim e 1 e 1

  
     

 f 2 ln 2  

Ζ πξνϋπόζεζε    f 0,4 f 3,6 0   ηζρύεη δηόηη  f 0,4 ln 0,4 0   θαη 

  3,4f 3,6 e 1 0     

Υπάξρεη όκσο ζεκείν, ην x=1, γηα ηελ νπνία έρνπκε f(1)=0 

 

Μονηελοποίηζη προβλημάηων ζε ζσνδσαζμό με ηο Θ. Bolzano 

Παξάδεηγκα 1ν 

Έλαο νξεηβάηεο μεθίλεζε κηα κέξα ζηηο 8π.κ. από ηνπο πξόπνδεο ελόο 

βνπλνύ θαη έθηαζε ζηελ θνξπθή ηνπ ζηηο 4κ.κ. Τελ άιιε κέξα μεθίλεζε 

ζηηο 8π.κ. θαη αθνινπζώληαο ηελ ίδηα δηαδξνκή επέζηξεςε κεηά από 8 ώξεο 

ζην ζεκείν απ’ όπνπ είρε μεθηλήζεη. Να απνδείμεηε όηη ππάξρεη έλα 

ηνπιάρηζηνλ ζεκείν ηεο δηαδξνκήο, ζην νπνίν ν νξεηβάηεο βξηζθόηαλ ηελ 

ίδηα ώξα θαη ηηο δύν εκέξεο (Σηεξγίνπ θ.α. 2000). 

Λύζε 

Έζησ f(t) θαη g(t) νη ζπλαξηήζεηο πνπ εθθξάδνπλ ηελ απόζηαζε ηνπ 

νξεηβάηε από ην ζεκείν εθθίλεζεο Α ηελ πξώηε θαη ηε δεύηεξε εκέξα 

αληίζηνηρα, ζε ζπλάξηεζε κε ηνλ ρξόλν t,όπνπ  t 8,16 . Αλ ππνζέζνπκε 
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όηη ην κήθνο ηεο δηαδξνκήο είλαη s,ηόηε ζα έρνπκε: f(8)=0 , f(16)=s , g(8)=s 

θαη g(16)=0. 

Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε h(t)=f(t)-g(t),  t 8,16  

H h είλαη ζπλερήο ζην δηάζηεκα [8,16] θαη  

h(8)=f(8)-g(8)=0-s=-s , h(16)=f(16)-g(16)=s-0=s άξα     2h 8 h 16 s 0     

Από ην ζ. Bolzano, ππάξρεη  0t 8,16 ηέηνην ώζηε 

         0 0 0 0 0h t 0 f t g t 0 f t g t       

Γειαδή ππάξρεη κηα ρξνληθή ζηηγκή 0t  θαηά ηελ νπνία ν νξεηβάηεο 

βξίζθεηαη θαη ηηο δύν εκέξεο ζην ίδην ζεκείν ηεο δηαδξνκήο. 

Παξάδεηγκα 2ν 

Έλα απηνθίλεην πνπ βξίζθεηαη ζηελ αθεηεξία Α κηαο θπθιηθήο πίζηαο 

μεθηλάεη από ηελ εξεκία θαη αθνύ δηαγξάςεη κηα νιόθιεξε πεξηζηξνθή 

εξεκεί μαλά ζην ζεκείν Α. Να απνδείμεηε όηη ππάξρνπλ δύν ηνπιάρηζηνλ 

αληηδηακεηξηθά ζεκεία ηεο πίζηαο, ζηα νπνία ην απηνθίλεην έρεη ηελ ίδηα 

ηαρύηεηα (Σηεξγίνπ θ.α. 2000). 

Λύζε 

Έζησ f(ζ) ε ζπλάξηεζε ηεο ζηηγκηαίαο ηαρύηεηαο ηνπ απηνθηλήηνπ ηε 

ζηηγκή πνπ έρεη δηαγξάςεη ηόμν ζ,  0,2  .Ζ f είλαη ζπλερήο κε 

f(0)=f(2π)=0. 

Γηα λα ππάξρνπλ δύν ηνπιάρηζηνλ αληηδηακεηξηθά ζεκεία ηεο πίζηαο ζηα 

νπνία ην απηνθίλεην ζα έρεη ηελ ίδηα ηαρύηεηα αξθεί λα ππάξρεη  0 0,    

ηέηνην, ώζηε    0 0f f   . Θέηνπκε g(ζ)=f(ζ)-f(π+ζ),  0,  . 

Ζ ζπλάξηεζε g είλαη ζπλερήο, g(0)=f(0)-f(π) θαη g(π)=f(π)-f(2π)=f(π)-f(0) 

Άξα        
2

g 0 g f 0 f 0         

Αλ        g 0 g 0 g 0 0 ή g 0       oπόηε 0 0   ή 0   . 

Αλ    g 0 g 0   ηόηε από ην ζ. Bolzano, ππάξρεη  0 0,    ηέηνην ώζηε 

 0g 0  . Άξα ζε θάζε πεξίπησζε ,ππάξρεη  0 0,    ηέηνην ώζηε 

 0g 0  , δειαδή    0 0f f   . 

 

Θεώξεκα Bolzano θαη Αλάπηπμε Δθαξκνγώλ ζε Πξνγξακκαηηζηηθό 

Πεξηβάιινλ 

Σηε ζπλέρεηα δίλεηαη ζηνπο καζεηέο έλα θύιιν εξγαζίαο κε ηηο εθθσλήζεηο 

ησλ πεξηζζόηεξσλ παξαδεηγκάησλ θαη αληηπαξαδεηγκάησλ ζηα νπνία 
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κπνξεί λα βξεζεί δηάζηεκα ζην νπνίν ππάξρεη ιύζε θαη δεηήζεθε λα βξεζεί 

αιγόξηζκνο επίιπζεο (Βαθάιε θ.α. 2010) θαη λα πινπνηεζεί ζην 

Πξνγξακκαηηζηηθό Πεξηβάιινλ «Γηεξκελεπηήο ηεο Γιώζζαο». Γόζεθαλ 

επίζεο θαη νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ εμηζώζεσλ ώζηε λα κπνξνύλ πην 

εύθνια νη καζεηέο λα εθηηκήζνπλ ηα δηαζηήκαηα πνπ ππάξρεη ιύζε. Σηε 

ζπγθεθξηκέλε όκσο εξγαζία παξνπζηάδεηαη κόλν έλα παξάδεηγκα από ην 

θύιιν εξγαζίαο θαη αθνξά εμίζσζε πνπ δελ επεμεξγάζηεθε από ηνπο 

καζεηέο ζηελ ώξα ησλ Μαζεκαηηθώλ. Πξσηύηεξα όκσο γηα ηελ θαιύηεξε 

θαηαλόεζε ηεο έλλνηαο ηεο πξνζέγγηζεο ζπδεηήζεθε ν νξηζκόο ηνπ νξίνπ 

όπσο νξίδεηαη ζην ζρνιηθό βηβιίν ησλ Μαζεκαηηθώλ Καηεύζπλζεο Γ΄ 

Λπθείνπ, γηα λα ζπζρεηηζηεί κε ην ζθάικα κεραλήο. Ο αιγόξηζκνο πνπ 

βξίζθεη ην ζθάικα κεραλήο είλαη ν αθόινπζνο 

ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ α8 

ΜΔΣΑΒΛΗΣΔ 

  ΠΡΑΓΜΑΣΙΚΔ: β 

ΑΡΥΗ 

  β <- 1 

  ΟΟ 1 + β <> 1 ΔΠΑΝΑΛΑΒΔ 

    β <- β / 2 

  ΣΔΛΟ_ΔΠΑΝΑΛΗΦΗ 

  ΓΡΑΦΔ 'ην ζθάικα ηεο κεραλήο είλαη', β * 2 

ΣΔΛΟ_ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΣΟ 
 

Άζθεζε 

Έζησ ε ζπλάξηεζε 
1

3( ) 2f x x x   (Σηεθαλίδεο θ.α. 1999).  

 
Δηθόλα 4: Γξαθηθή Παξάζηαζε 

Όπσο θαίλεηαη από ηε γξαθηθή ηεο παξάζηαζε ππάξρεη ξίδα ηεο f κεηαμύ 

ηνπ 3 θαη ηνπ 4, δηάζηεκα ζην νπνίν ε ζπλάξηεζε είλαη ζπλερήο. Να 
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γξάςεηε πξόγξακκα ζηε ΓΛΩΣΣΑ ην νπνίν ζα εθαξκόδεη ην ζεώξεκα 

Bolzano ώζηε λα βξίζθνπκε ηελ θαιύηεξε δπλαηή πξνζεγγηζηηθά ηηκή ηνπ x 

γηα ηελ νπνία ε ζπλάξηεζε κεδελίδεηαη. Τν πξόγξακκα μεθηλώληαο από ην 

αξρηθό δηάζηεκα, λα ην δηαηξεί ζε 10 κηθξόηεξα θαη λα βξίζθεη πνην από 

απηά ηθαλνπνηεί ηε ζπλζήθε ηνπ ζεσξήκαηνο εκθαλίδνληαο ην κήλπκα 

«ππάξρεη ιύζε ζην [α, β]» όπνπ α θαη β νη ηηκέο ησλ άθξσλ ηνπ 

δηαζηήκαηνο. Ζ παξαπάλσ δηαδηθαζία λα αθνινπζείηαη κέρξη λα βξεζεί ε 

θαιύηεξε δπλαηή πξνζεγγηζηηθά ιύζε. Γηα ηελ εύξεζε ηεο ιύζεο επεηδή γηα 

ηηκέο κηθξόηεξεο ηνπ ζθάικαηνο κεραλήο δελ είλαη δπλαηόλ λα ππάξμνπλ 

αξηζκεηηθέο πξάμεηο λα ιεθζνύλ ππόςε ηα εμήο: 

 Να ειέγρεηαη ην πξόζεκν ησλ f(α) θαη f(β) αλ είλαη δηαθνξεηηθό 

θάζε θνξά θαη όρη αλ ην γηλόκελν ηνπο είλαη αξλεηηθό. 

 Να ζεσξεζεί σο θαιύηεξε δπλαηή πξνζεγγηζηηθά ιύζε ε ηηκή ηνπ x 

γηα ηελ νπνία ν δηεξκελεπηήο ζεσξεί ηηο ηηκέο ησλ f(α) θαη f(β) 

πξαθηηθά ίζεο. 

Να ηξνπνπνηήζεηε ην πξόγξακκα ζαο, ειέγρνληαο αλ ην γηλόκελν ησλ f(α) 

θαη f(β) είλαη αξλεηηθό κε βάζε ην ζεώξεκα Bolzano θαη όρη αλ ην πξόζεκν 

ηνπο είλαη δηαθνξεηηθό. Τη παξαηεξείηε θαη πσο ην εμεγείηε; 

Μία ελδεηθηηθή αιγνξηζκηθή ιύζε ηεο παξαπάλσ άζθεζεο πνπ 

πινπνηήζεθε ζην Γηεξκελεπηή ηεο ΓΛΩΣΣΑΣ είλαη ε εμήο 

ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ α6 

ΜΔΣΑΒΛΗΣΔ 
  ΠΡΑΓΜΑΣΙΚΔ: fa, fb, ρ_αξ, ρ_δ, δρ 

  ΛΟΓΙΚΔ: βξέζεθε, πα, πβ 

ΑΡΥΗ 
  ΓΡΑΦΔ 'ιύζε ηεο εμίζσζεο f(ρ) = ρ - ρ^(1/3) - 2 = 0' 

  ρ_αξ <- 3 

  βξέζεθε <- ΦΔΤΓΗ 

  δρ <- 0.1 

  ΟΟ βξέζεθε = ΦΔΤΓΗ ΔΠΑΝΑΛΑΒΔ 

    ρ_δ <- ρ_αξ + δρ 

    fa <- ρ_αξ - ρ_αξ^(1/3) – 2 

    fb <- ρ_δ - ρ_δ^(1/3) – 2 

    πα <- fa > 0 

    πβ <- fb > 0 

    ΑΝ πα <> πβ ΣΟΣΔ 

      ΓΡΑΦΔ 'ππάξρεη ιύζε ζην [', ρ_αξ, ',', ρ_δ, ']' 

      δρ <- (ρ_δ - ρ_αξ) / 10 

    ΑΛΛΙΧ_ΑΝ fa = fb ΣΟΣΔ 
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      ΓΡΑΦΔ 'θαιύηεξε δπλαηόλ πξνζεγγηζηηθή ιύζε ε ', ρ_δ 

      βξέζεθε <- ΑΛΗΘΗ 

    ΑΛΛΙΧ 
      ρ_αξ <- ρ_δ 

    ΣΔΛΟ_ΑΝ 

  ΣΔΛΟ_ΔΠΑΝΑΛΗΦΗ 

ΣΔΛΟ_ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΣΟ 
 

Σηελ νζόλε εθηέιεζεο εκθαλίδνληαη ηα εμήο: 

 
Δηθόλα 5: Οζόλε Δθηέιεζεο 

 

 
Δηθόλα 6: Οζόλε Παξαθνινύζεζεο Μεηαβιεηώλ 
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Τέινο νη καζεηέο ζηελ νζόλε παξαθνινύζεζεο ησλ κεηαβιεηώλ 

παξαηεξνύλ όηη ε θαιύηεξε πξνζεγγηζηηθή ιύζε πξνθύπηεη όηαλ νη ηηκέο 

γίλνληαη κηθξόηεξεο ή ίζεο ηνπ ζθάικαηνο κεραλήο. 

 

Μειινληηθή Δξγαζία 

Ζ ζπγθεθξηκέλε δηδαθηηθή πξόηαζε ζα πινπνηεζεί θαη ηελ ηξέρνπζα 

ζρνιηθή ρξνληά κε ηε ζπλεξγαζία ηνπ θαζεγεηή ησλ καζεκαηηθώλ θαη ηεο 

πιεξνθνξηθήο. Δίλαη ζεηηθό όηη ε επεμεξγαζία ηνπ ζεσξήκαηνο Bolzano 

ζην κάζεκα ησλ καζεκαηηθώλ ζπκπίπηεη κε ηελ νινθιήξσζε ηεο 

παξνπζίαζεο ησλ δνκώλ επηινγήο θαη επαλάιεςεο ζην κάζεκα ηεο 

Α.Δ.Π.Π. Δπηπιένλ, ζηόρνο καο είλαη ε έληαμε ζπζηεκάησλ ππνινγηζηηθήο 

άιγεβξαο (Computer Algebra Systems, CAS) ώζηε νη καζεηέο/ηξηεο λα 

εξγαζηνύλ κε δξαζηεξηόηεηεο πξνζηηζέκελεο αμίαο. 
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