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Πεξίιεςε 
Ζ εξγαζία παξνπζηάδεη κηα δηδαθηηθή πξόηαζε ε νπνία απνζθνπεί ζηελ αλάπηπμε 

αιγνξηζκηθώλ ηθαλνηήησλ θαη πξνγξακκαηηζηηθώλ ηερληθώλ ησλ καζεηώλ/ηξηώλ ηεο 

Σερλνινγηθήο Καηεύζπλζεο ηεο ηξίηεο Λπθείνπ. Οη καζεηέο έρνπλ έξζεη ζε επαθή από ηα 

Μαζεκαηηθά Καηεύζπλζεο κε ην ζεώξεκα Bolzano, έρνπλ κειεηήζεη πεξηπηώζεηο πνπ 

εθαξκόδεηαη, αληί - παξαδείγκαηα θαζώο θαη ηνλ νξηζκό ηνπ νξίνπ (πξνζέγγηζε ηηκήο). Έηζη 

θαινύληαη λα εθαξκόζνπλ ηηο γλώζεηο ηνπο ζηε δνκή επηινγήο θαη επαλάιεςεο από ην 

κάζεκα ηεο Αλάπηπμεο Δθαξκνγώλ ζε Πξνγξακκαηηζηηθό Πεξηβάιινλ (ΑΔΠΠ) ώζηε λα 

επηιύζνπλ αιγνξηζκηθά, πξνβιήκαηα πνπ αλάγνληαη ζηελ επηηπρία ή όρη ηνπ ζεσξήκαηνο 

Bolzano λα επηβεβαηώζεη ηελ ύπαξμε ιύζεο γηα ζπγθεθξηκέλεο εμηζώζεηο. 

 

Λέμεηο θιεηδηά: Αλάπηπμε Δθαξκνγώλ ζε Πξνγξακκαηηζηηθό Πεξηβάιινλ, 

Μαζεκαηηθά Γ Λπθείνπ, Θεώξεκα Bolzano 
 

1. Ειζαγωγή 

΢ύκθσλα κε ην βηβιίν θαζεγεηή ην κάζεκα Αλάπηπμε Δθαξκνγώλ ζε 

Πξνγξακκαηηζηηθό Πεξηβάιινλ (ΑΔΠΠ) [Βαθάιε θ.α. (2010)] έρεη σο γεληθό ζθνπό 

λα αλαπηύμνπλ νη καζεηέο ηθαλόηεηεο κεζνδνινγηθνύ ραξαθηήξα, λα απνθηήζνπλ 

δεμηόηεηεο αιγνξηζκηθήο πξνζέγγηζεο αιιά θαη λα θαηαζηνύλ ηθαλνί λα πινπνηνύλ 

ηηο ιύζεηο απιώλ πξνβιεκάησλ κε ρξήζε βαζηθώλ πξνγξακκαηηζηηθώλ ηερληθώλ. Χο 

εηδηθνί ζθνπνί ηνπ καζήκαηνο αλαθέξνληαη όηη λα είλαη ηθαλνί νη καζεηέο λα 

γξάθνπλ έλαλ αιγόξηζκν γηα έλα πξόβιεκα πνπ ηνπο δίλεηαη, λα γλσξίδνπλ θαη λα 

επηιέγνπλ ηελ θαηάιιειε δνκή γηα ηελ επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο θαη λα αλαπηύμνπλ 

ηθαλόηεηεο αλαδήηεζεο ελαιιαθηηθώλ ιύζεσλ. Αθόκε ζην βηβιίν θαζεγεηή 
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αλαθέξεηαη όηη ε γεληθή κεζνδνινγία δηδαζθαιίαο ηνπ καζήκαηνο ζα πξέπεη λα 

εληζρύεη θαη λα ελζαξξύλεη ηε δεκηνπξγηθή δξάζε ηνπ καζεηή κέζσ ηεο 

ελεξγνπνίεζεο ηνπ θαη ηε ζπλεξγαηηθή κάζεζε ζε νκαδηθό πεξηβάιινλ. 

΢ηελ παξνύζα εξγαζία παξνπζηάδεηαη κία δηδαθηηθή πξόηαζε ε νπνία βαζίδεηαη ζην 

ζεώξεκα Bolzano, ην νπνίν νη καζεηέο δηδάζθνληαη ζην πιαίζην ησλ Μαζεκαηηθώλ 

Καηεύζπλζεο ηεο Γ΄ Λπθείνπ [Αλδξεαδάθεο θ.α. (2010)]. Ζ δηδαζθαιία ηνπ 

ζεσξήκαηνο είλαη ζηνρεπκέλε θαη πεξηιακβάλεη παξαδείγκαηα εθαξκνγήο ηνπ 

ζεσξήκαηνο, θαζώο θαη αληηπαξαδείγκαηα πνπ αλαδεηθλύνπλ όηη νη πξνϋπνζέζεηο ηνπ 

ζεσξήκαηνο είλαη ηθαλέο όρη όκσο θαη αλαγθαίεο. ΢ηε ζπλέρεηα νη καζεηέο θαινύληαη 

λα επηιύζνπλ αιγνξηζκηθά, θαηάιιειεο δξαζηεξηόηεηεο πνπ κπνξεί λα εθαξκνζηεί 

ην ζεώξεκα θαη γηα απηό ηνπο παξέρεηαη έλα θύιιν εξγαζίαο κε έμη πξνηεηλόκελα 

δξαζηεξηόηεηεο ζηα νπνία ππάξρνπλ θαη νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ εμηζώζεσλ 

πξνο κειέηε ώζηε λα αληηιεθζνύλ θαιύηεξα ην ρώξν ηνπ πξνβιήκαηνο. Ζ δηδαθηηθή 

πξόηαζε πινπνηείηαη ζην εξγαζηήξην ππνινγηζηώλ ηνπ ζρνιείνπ κε ηε ρξήζε ηνπ 

εγθεθξηκέλνπ από ην Παηδαγσγηθό Ηλζηηηνύην (θνξέαο ηνπ Τπνπξγείνπ Παηδείαο) 

ινγηζκηθνύ «Γηεξκελεπηήο ηεο Γιώζζαο» ελώ νη καζεηέο ρσξίδνληαη ζε νκάδεο ησλ 

δύν αηόκσλ. 

2. Υλοποίηζη ηης Διδακηικής Πρόηαζης 

2.1 Οριζμός ηοσ Ορίοσ και Σθάλμα Μητανής 

Αξρηθά ν εθπαηδεπηηθόο δηεπθνιύλεη ηνπο καζεηέο λα εμεγήζνπλ, λα πεξηγξάςνπλ 

θαη λα θαηνλνκάζνπλ ηνλ νξηζκό ηνπ καζεκαηηθνύ νξίνπ. ΢θνπόο είλαη νη καζεηέο 

λα ζπζρεηίζνπλ ην ζθάικα κεραλήο κε ηελ πξνζέγγηζε ηηκήο. Δπεηδή όκσο κέζα ζην 

δηδαθηηθό παθέην δελ ππάξρεη ζαθή αλαθνξά ζην ζθάικα κεραλήο παξά κόλν σο 

εξώηεζε θξίζεο ζε δύν δξαζηεξηόηεηεο ηνπ ηεηξαδίνπ καζεηή [Βαθάιε θ.α. (2010), 

ζ. 96], παξνπζηάδεηαη θαη επεμεγείηαη έλαο αιγόξηζκνο εύξεζεο ηνπ ζθάικαηνο. 

Ο αιγόξηζκνο πνπ δίλεηαη είλαη ν εμήο: 

ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ ΢θάικα 

ΜΔΣΑΒΛΗΣΔ΢ 

  ΠΡΑΓΜΑΣΙΚΔ΢: β 

ΑΡΧΗ 

  β <- 1 

  Ο΢Ο 1 + β <> 1 ΔΠΑΝΑΛΑΒΔ 

    β <- β / 2 

  ΣΔΛΟ΢_ΔΠΑΝΑΛΗΨΗ΢ 

  ΓΡΑΨΔ 'ην ζθάικα ηεο κεραλήο είλαη', β * 2 

ΣΔΛΟ΢_ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΣΟ΢ 
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Ζ ζπλζήθε ζπλέρεηαο (1 + β <> 1) αξρηθά νδεγεί ηνπο καζεηέο ζηελ παξαηήξεζε όηη 

είλαη πάληνηε αιεζήο νπόηε ε δνκή επαλάιεςεο δελ ηεξκαηίδεηαη πνηέ. Με ηελ 

εθηέιεζε όκσο ηνπ πξνγξάκκαηνο δηαπηζηώλνπλ όηη ππάξρεη κία ζπγθεθξηκέλε ηηκή 

ε 0.000000000000000222 ή 2,22 x 10 
-16

 ε νπνία απνηειεί ηε κηθξόηεξε ηηκή πνπ 

κπνξεί λα ζεσξήζεη ν ππνινγηζηήο δηάθνξε ηνπ κεδέλ ζε κία πξάμε πξόζζεζεο. 

Έηζη ζπλεηδεηνπνηνύλ όηη ππάξρεη έλα όξην ζηηο αξηζκεηηθέο ηηκέο πνπ κπνξεί λα 

δηαρεηξηζζεί ν ππνινγηζηήο [΢ηεθαλίδεο θ.α. (1999)]. 

2.2 Θεώρημα Bolzano 

΢ηε ζπλέρεηα νη καζεηέο/ηξηεο θαινύληαη λα εμεγήζνπλ θαη λα πεξηγξάςνπλ ην 

ζεώξεκα, ζύκθσλα κε ην νπνίν: 

Αλ κηα ζπλάξηεζε f νξηζκέλε ζην δηάζηεκα [α, β] είλαη ζπλερήο ζην [α, β] θαη ηζρύεη 

f(α)∙f(β) < 0 ηόηε ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ έλα  0x ,   :  0f x 0 . Γειαδή ε 

εμίζσζε f(x) = 0 έρεη ζην (α, β) κηα ηνπιάρηζηνλ ιύζε. 

Καηόπηλ δίλεηαη ζηνπο καζεηέο θαηάιιειν θύιιν εξγαζίαο κε έμη δξαζηεξηόηεηεο 

θιηκαθνύκελεο δπζθνιίαο καδί κε ηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ εμηζώζεσλ πξνο 

κειέηε [Καινκεηζίλεο (2001)]. 

2.3 Φύλλο εργαζίας 

Σν θύιιν εξγαζίαο, όπσο ήδε αλαθέξζεθε, πεξηιακβάλεη πέξα από ηηο 

δξαζηεξηόηεηεο θαη ηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ εμηζώζεσλ ώζηε νη καζεηέο λα 

αληηιεθζνύλ επαξθώο ην ρώξν ηνπ πξνβιήκαηνο.  

Γξαζηεξηόηεηα 1 

Με βάζε ηε γελίθεπζε ηνπ ζεσξήκαηνο Bolzano, λα γξάςεηε πξόγξακκα ην νπνίν λα 

δηαβάδεη ην θάησ θαη ην άλσ όξην ελόο δηαζηήκαηνο θαη λα ειέγρεη αλ ε ζπλάξηεζε 

f(x) = x
4
 – 4x – 5 έρεη ζην ζπγθεθξηκέλν δηάζηεκα κία ηνπιάρηζηνλ ξίδα 

εκθαλίδνληαο θαηάιιειν κήλπκα. Ζ ζπλάξηεζε είλαη ζπλερήο ζην R. 

 

Εικόνα 1. f(x) = x
4
 – 4x – 5 

Έλαο πξνηεηλόκελνο αιγόξηζκνο πνπ επηιύεη ηελ δξαζηεξηόηεηα 1 είλαη ν αθόινπζνο: 
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ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ Bolzano1 

ΜΔΣΑΒΛΗΣΔ΢ 

  ΠΡΑΓΜΑΣΙΚΔ΢: α, β 

ΑΡΧΗ 

  ΓΡΑΨΔ 'δώζε ην θάησ άθξν' 

  ΓΙΑΒΑ΢Δ α 

  ΓΡΑΨΔ 'δώζε ην πάλσ άθξν' 

  ΓΙΑΒΑ΢Δ β 

  ΑΝ (α^4 + 4*α - 5)*(β^4 + 4*β - 5) < 0 ΣΟΣΔ 

    ΓΡΑΨΔ 'ππάξρεη ιύζε ζην δηάζηεκα [', α, ',', β, ']' 

  ΑΛΛΙΩ΢ 

    ΓΡΑΨΔ 'δελ ππάξρεη ιύζε ζην δηάζηεκα [', α, ',', β, ']' 

  ΣΔΛΟ΢_ΑΝ 

ΣΔΛΟ΢_ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΣΟ΢ 

΢θνπόο ηεο ζπγθεθξηκέλεο δξαζηεξηόηεηαο είλαη λα επηδείμνπλ νη καζεηέο ηηο 

γλώζεηο ηνπο ζηε δνκή επηινγήο αιιά θαη ζηελ εθαξκνγή ηνπ ζεσξήκαηνο Bolzano. 

Γξαζηεξηόηεηα 2 

Με βάζε ηε γελίθεπζε ηνπ ζεσξήκαηνο Bolzano, λα γξάςεηε πξόγξακκα ην νπνίν λα 

δηαβάδεη ην θάησ θαη ην άλσ όξην ελόο δηαζηήκαηνο θαη λα ειέγρεη αλ ππάξρνπλ δύν 

ξίδεο ηεο ζπλάξηεζεο f(x) = 4x
3
 – 3x

2
 – 8x + 6 ζην ζπγθεθξηκέλν δηάζηεκα. Σν 

πξόγξακκα λα ζηακαηά ην έιεγρν αλ βξεη δύν δηαζηήκαηα κε αθξίβεηα δεθάηνπ πνπ 

ππάξρνπλ ξίδεο, θαη ζηε ζπλέρεηα λα ηα εκθαλίδεη κε θαηάιιειν κήλπκα. 

Γηαθνξεηηθά λα εκθαλίδεη κήλπκα όηη δελ ππάξρνπλ δύν ιύζεηο ζην αξρηθό δηάζηεκα. 

Ζ ζπλάξηεζε είλαη ζπλερήο ζην R. 

Έλαο πξνηεηλόκελνο αιγόξηζκνο πνπ επηιύεη ηελ δξαζηεξηόηεηα 2 είλαη ν αθόινπζνο: 

ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ Bolzano2 

ΜΔΣΑΒΛΗΣΔ΢ 
  ΠΡΑΓΜΑΣΙΚΔ΢: α, β, α1, α2, β1, β2, ρ 

  ΑΚΔΡΑΙΔ΢: π 

ΑΡΧΗ 
  ΓΡΑΨΔ 'δώζε ην θάησ άθξν' 

  ΓΙΑΒΑ΢Δ α 

  ΓΡΑΨΔ 'δώζε ην πάλσ άθξν' 

  ΓΙΑΒΑ΢Δ β 

  π <- 0 

  ρ <- α 

  Ο΢Ο π < 2 ΚΑΙ ρ < β ΔΠΑΝΑΛΑΒΔ 

    ΑΝ (4*ρ^3 - 3*ρ^2 - 8*ρ + 6)*(4*(ρ + 0.1)^3 - 3*(ρ + 0.1)^2 

      & - 8*(ρ + 0.1) + 6) < 0 ΣΟΣΔ 

      π <- π + 1 
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      ΑΝ π = 1 ΣΟΣΔ 

        α1 <- ρ 

        β1 <- ρ + 0.1 

      ΑΛΛΙΩ΢_ΑΝ π = 2 ΣΟΣΔ 

        α2 <- ρ 

        β2 <- ρ + 0.1 

      ΣΔΛΟ΢_ΑΝ 

    ΣΔΛΟ΢_ΑΝ 

    ρ <- ρ + 0.1 

  ΣΔΛΟ΢_ΔΠΑΝΑΛΗΨΗ΢ 

  ΑΝ π = 2 ΣΟΣΔ 

    ΓΡΑΨΔ 'ππάξρεη κία ιύζε ζην δηάζηεκα [', α1, ',', β1, ']' 

    ΓΡΑΨΔ 'ππάξρεη δεύηεξε ιύζε ζην δηάζηεκα [', α2, ',', β2, ']' 

  ΑΛΛΙΩ΢ 

    ΓΡΑΦΔ 'δελ ππάξρνπλ δύν ιύζεηο ζην δηάζηεκα [', α, ',', β, ']' 

  ΣΔΛΟ΢_ΑΝ 

ΣΔΛΟ΢_ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΣΟ΢ 

Με ηελ δεύηεξε δξαζηεξηόηεηα ειέγρεηαη ε ηθαλόηεηα ησλ καζεηώλ λα 

ρξεζηκνπνηήζνπλ κία εληνιή επαλάιεςεο γηα άγλσζην αξηζκό επαλαιήςεσλ θαζώο 

θαη ε ηθαλόηεηα ηνπο ζηε ρξήζε ηεο δνκήο επηινγήο. Ζ γξαθηθή παξάζηαζε πνπ 

ζπλνδεύεη ηελ δξαζηεξηόηεηα είλαη ε αθόινπζε: 

 

Εικόνα 2. f(x) = 4x
3
 – 3x

2
 – 8x + 6  

Γξαζηεξηόηεηα 3 

Με βάζε ην ζεώξεκα Bolzano, λα γξάςεηε πξόγξακκα ην νπνίν λα ειέγρεη αλ 

ππάξρεη ξίδα γηα ηε ζπλάξηεζε f(x) = x
3
 – 4x

2
 + x + 6 ζην δηάζηεκα [1, 4] 

εκθαλίδνληαο θαηάιιειν κήλπκα. ΢ηε ζπλέρεηα γηα ηελ παξαπάλσ ζπλάξηεζε λα 

γίλεηαη έιεγρνο κε βήκα 0,1 αλ ζην ζπγθεθξηκέλν δηάζηεκα κεδελίδεηαη θαη λα 

εκθαλίδνληαη κε θαηάιιειν κήλπκα ηπρόλ ηηκέο ηνπ x πνπ ζπκβαίλεη απηό. Ζ 

ζπλάξηεζε είλαη ζπλερήο ζην R. Ση παξαηεξείηε; 
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Εικόνα 3. f(x) = x
3
 – 4x

2
 + x + 6  

Ζ ζπγθεθξηκέλε δξαζηεξηόηεηα απνηειεί έλα αληηπαξάδεηγκα εθαξκνγήο ηνπ 

ζεσξήκαηνο Bolzano. Οη καζεηέο θαινύληαη λα εθαξκόζνπλ ηελ εληνιή επαλάιεςεο 

Γηα…από…κέρξη κε βήκα 0.1 ώζηε λα βξνπλ ιύζεηο ηεο εμίζσζεο ζην δηάζηεκα [1, 

4] θαη λα επαιεζεύζνπλ όηη νη πξνϋπνζέζεηο ηνπ ζεσξήκαηνο είλαη ηθαλέο όρη όκσο 

θαη αλαγθαίεο. 

Ίδηνο είλαη θαη ν δηδαθηηθόο ζηόρνο ηεο επόκελεο δξαζηεξηόηεηαο. Απιά ζηελ 

πξνεγνύκελε ην αληηπαξάδεηγκα ζρεηίδνληαλ κε ην πξόζεκν ηνπ γηλόκελνπ ελώ ηώξα 

ζρεηίδεηαη κε ηελ αζπλέρεηα ηεο ζπλάξηεζεο. 

Γξαζηεξηόηεηα 4 

Να γξάςεηε πξόγξακκα ην νπνίν ζα βξίζθεη ηηο ξίδεο ηεο ζπλάξηεζεο 

 

2x -4    1 x 3

f x 1
x 1  3<x 6

2

  


 
  


 ζην δηάζηεκα πνπ νξίδεηαη δίλνληαο ζην x ηηκέο κε 

βήκα 0.1. Ση παξαηεξείηε; 

 

Εικόνα 4. Γπαθική παπάζηαζη ηέηαπηηρ δπαζηηπιόηηηαρ 
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Ζ πεξίπησζε αζπλερνύο ζπλάξηεζεο ε νπνία έρεη όκσο ιύζε ζε ζπγθεθξηκέλν 

δηάζηεκα κειεηάηαη θαη ζηελ δξαζηεξηόηεηα 5. 

Γξαζηεξηόηεηα 5 

Να γξάςεηε πξόγξακκα ην νπνίν ζα βξίζθεη ηηο ξίδεο ηεο ζπλάξηεζεο 

 
x/2

ln x    0.4 x 2
f x

e 4  2<x 3.6

 
 

 
 ζην δηάζηεκα πνπ νξίδεηαη δίλνληαο ζην x ηηκέο κε 

βήκα 0.2 ΢ε πεξίπησζε πνπ δελ βξεζεί ξίδα ζε θάπνηα από ηνπο δύν ηύπνπο ηεο 

ζπλάξηεζεο λα βξείηε ζε πνην από ηα δηαζηήκαηα πιάηνπο 0.2 ππάξρεη ιύζε, 

εθαξκόδνληαο ην ζεώξεκα ηνπ Bolzano. Ση παξαηεξείηε; 

Σέινο ε έθηε δξαζηεξηόηεηα θαιεί ηνπο καζεηέο λα αλαπηύμνπλ αιγόξηζκν ν νπνίνο 

ζα βξίζθεη κία πξνζεγγηζηηθή ιύζε γηα κία δεδνκέλε εμίζσζε. Ζ δξαζηεξηόηεηα 

πξνηξέπεη ηνπο καζεηέο θαη ηηο καζήηξηεο λα ιάβνπλ ππόςε ην ζθάικα κεραλήο ζηελ 

αλάπηπμε ηνπ αιγνξίζκνπ ώζηε λα απνθύγνπλ ηπρόλ ιάζε πνπ νθείινληαη ζε απηό. 

Γίλεη επίζεο ην έλαπζκα γηα κία ζπδήηεζε ζρεηηθά κε ηελ αλαπαξάζηαζε ησλ 

αξηζκώλ θαη ηελ θσδηθνπνίεζε ηνπο από ηελ ππνινγηζηή. Βέβαηα ε ζπδήηεζε 

μεθεύγεη από ηελ πξνβιεπόκελε δηδαθηέα ύιε αιιά είλαη ρξήζηκε γηα ηελ θαιύηεξε 

θαηαλόεζε ηνπ αιγνξίζκνπ. 

Γξαζηεξηόηεηα 6 

Έζησ ε ζπλάξηεζε 

1

3( ) 2f x x x    . 

 

Εικόνα 5. Γπαθική παπάζηαζη έκηηρ δπαζηηπιόηηηαρ 

Όπσο θαίλεηαη από ηε γξαθηθή ηεο παξάζηαζε ππάξρεη ξίδα ηεο f κεηαμύ ηνπ 3 θαη 

ηνπ 4, δηάζηεκα ζην νπνίν ε ζπλάξηεζε είλαη ζπλερήο. Να γξάςεηε πξόγξακκα ζηε 

ΓΛΧ΢΢Α ην νπνίν ζα εθαξκόδεη ην ζεώξεκα Bolzano ώζηε λα βξίζθεη ηελ θαιύηεξε 

δπλαηή πξνζεγγηζηηθά ηηκή ηνπ x γηα ηελ νπνία ε ζπλάξηεζε κεδελίδεηαη. Σν 

πξόγξακκα μεθηλώληαο από ην αξρηθό δηάζηεκα, λα ην δηαηξεί ζε 10 κηθξόηεξα θαη λα 

βξίζθεη πνην από απηά ηθαλνπνηεί ηε ζπλζήθε ηνπ ζεσξήκαηνο εκθαλίδνληαο ην 

κήλπκα «ππάξρεη ιύζε ζην [α, β]» όπνπ α θαη β νη ηηκέο ησλ άθξσλ ηνπ δηαζηήκαηνο. 



ΔΠΔΑΔΚ - ΑΡΥΗΜΖΓΖ΢ 

 

100 

Ζ παξαπάλσ δηαδηθαζία λα αθνινπζείηαη κέρξη λα βξεζεί ε θαιύηεξε δπλαηή 

πξνζεγγηζηηθά ιύζε. Γηα ηελ εύξεζε ηεο ιύζεο επεηδή γηα ηηκέο κηθξόηεξεο ηνπ 

ζθάικαηνο κεραλήο δελ είλαη δπλαηόλ λα ππάξμνπλ αξηζκεηηθέο πξάμεηο λα ιεθζνύλ 

ππόςε ηα εμήο: 

 Να ειέγρεηαη ην πξόζεκν ησλ f(α) θαη f(β) αλ είλαη δηαθνξεηηθό θάζε θνξά 

θαη όρη αλ ην γηλόκελν ηνπο είλαη αξλεηηθό. 

 Να ζεσξεζεί σο θαιύηεξε δπλαηή πξνζεγγηζηηθά ιύζε ε ηηκή ηνπ x γηα ηελ 

νπνία ν δηεξκελεπηήο ζεσξεί ηηο ηηκέο ησλ f(α) θαη f(β) πξαθηηθά ίζεο. 

Να ηξνπνπνηήζεηε ην πξόγξακκα ζαο, ειέγρνληαο αλ ην γηλόκελν ησλ f(α) θαη f(β) 

είλαη αξλεηηθό κε βάζε ην ζεώξεκα Bolzano θαη όρη αλ ην πξόζεκν ηνπο είλαη 

δηαθνξεηηθό. Ση παξαηεξείηε θαη πσο ην εμεγείηε; 

Ζ ηειεπηαία ηξνπνπνίεζε ηεο δξαζηεξηόηεηαο δεηείηαη κε ζθνπό λα γίλεη ε ζρεηηθή 

ζπδήηεζε γηα ηελ αλαπαξάζηαζε ησλ αξηζκώλ ζε επίπεδν γιώζζαο κεραλήο. 

Δπηπιένλ νη καζεηέο δηαπηζηώλνπλ όηη αλ έλαο αξηζκόο είλαη κηθξόηεξνο από ην 

ζθάικα κεραλήο (ζηε ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε ην γηλόκελν f(α)·f(β)) δελ κπνξεί λα 

ρξεζηκνπνηεζεί αθνύ πξαθηηθά ζεσξείηαη κεδέλ. 

Μία ελδεηθηηθή αιγνξηζκηθή ιύζε ηεο παξαπάλσ δξαζηεξηόηεηαο πνπ πινπνηήζεθε 

ζην Γηεξκελεπηή ηεο γιώζζαο είλαη ε εμήο: 

ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ Bolzano6 

ΜΔΣΑΒΛΗΣΔ΢ 

  ΠΡΑΓΜΑΣΙΚΔ΢: fa, fb, ρ_αξ, ρ_δ, δρ 

  ΛΟΓΙΚΔ΢: βξέζεθε, πα, πβ 

ΑΡΧΗ 

  ΓΡΑΨΔ 'ιύζε ηεο εμίζσζεο f(ρ) = ρ - ρ^(1/3) - 2 = 0' 

  ρ_αξ <- 3 

  βξέζεθε <- ΦΔΤΓΖ΢ 

  δρ <- 0.1 

  Ο΢Ο βξέζεθε = ΦΔΤΓΖ΢ ΔΠΑΝΑΛΑΒΔ 

    ρ_δ <- ρ_αξ + δρ 

    fa <- ρ_αξ - ρ_αξ^(1/3) - 2 

    fb <- ρ_δ - ρ_δ^(1/3) - 2 

    πα <- fa > 0 

    πβ <- fb > 0 

    ΑΝ πα <> πβ ΣΟΣΔ 

      ΓΡΑΨΔ 'ππάξρεη ιύζε ζην [', ρ_αξ, ',', ρ_δ, ']' 

      δρ <- (ρ_δ - ρ_αξ)/ 10 

    ΑΛΛΙΩ΢_ΑΝ fa = fb ΣΟΣΔ 

      ΓΡΑΨΔ 'θαιύηεξε δπλαηόλ πξνζεγγηζηηθή ιύζε ε ', ρ_δ 

      βξέζεθε <- ΑΛΖΘΖ΢ 

    ΑΛΛΙΩ΢ 
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      ρ_αξ <- ρ_δ 

    ΣΔΛΟ΢_ΑΝ 

  ΣΔΛΟ΢_ΔΠΑΝΑΛΗΨΗ΢ 

  ΓΙΑΒΑ΢Δ δρ !απιά γηα λα δηαθνπεί ε εθηέιεζε 

ΣΔΛΟ΢_ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΣΟ΢ 

΢ηελ νζόλε εθηέιεζεο εκθαλίδνληαη ηα εμήο: 

ιύζε ηεο εμίζσζεο f(ρ) = ρ - ρ^(1/3) - 2 = 0 

ππάξρεη ιύζε ζην [3.500000000000000000, 3.600000000000000000] 

ππάξρεη ιύζε ζην [3.520000000000000000, 3.530000000000000000] 

ππάξρεη ιύζε ζην [3.521000000000000000, 3.522000000000000000] 

ππάξρεη ιύζε ζην [3.521300000000000000, 3.521400000000000000] 

ππάξρεη ιύζε ζην [3.521370000000000000, 3.521380000000000000] 

ππάξρεη ιύζε ζην [3.521379000000000000, 3.521380000000000000] 

ππάξρεη ιύζε ζην [3.521379700000000000, 3.521379800000000000] 

ππάξρεη ιύζε ζην [3.521379700000000000, 3.521379710000000000] 

ππάξρεη ιύζε ζην [3.521379706000000000, 3.521379707000000000] 

ππάξρεη ιύζε ζην [3.521379706800000000, 3.521379706900000000] 

ππάξρεη ιύζε ζην [3.521379706800000000, 3.521379706810000000] 

ππάξρεη ιύζε ζην [3.521379706804000000, 3.521379706805000000] 

ππάξρεη ιύζε ζην [3.521379706804500000, 3.521379706804600000] 

ππάξρεη ιύζε ζην [3.521379706804560000, 3.521379706804570000] 

ππάξρεη ιύζε ζην [3.521379706804570000, 3.521379706804570000] 

θαιύηεξε δπλαηόλ πξνζεγγηζηηθή ιύζε ε 3.521379706804570000 
 

Εικόνα 6.Οθόνη εκηέλεζηρ ηηρ έκηηρ δπαζηηπιόηηηαρ 

Πέξα όκσο από ηελ νζόλε εθηέιεζεο νη καζεηέο ζηελ νζόλε παξαθνινύζεζεο ησλ 

κεηαβιεηώλ παξαηεξνύλ όηη ε θαιύηεξε πξνζεγγηζηηθή ιύζε πξνθύπηεη όηαλ νη 

ηηκέο γίλνληαη κηθξόηεξεο ή ίζεο ηνπ ζθάικαηνο κεραλήο. 
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Εικόνα 7. Οθόνη παπακολούθηζηρ ηων μεηαβληηών  

3.Μελλονηική Εργαζία 

Ζ ζπγθεθξηκέλε δηδαθηηθή πξόηαζε ζα πινπνηεζεί θαη ηελ ηξέρνπζα ζρνιηθή ρξνληά 

κε ηε ζπλεξγαζία ηνπ θαζεγεηή ησλ καζεκαηηθώλ θαη ηεο πιεξνθνξηθήο. Δίλαη 

ζεηηθό όηη ε επεμεξγαζία ηνπ ζεσξήκαηνο Bolzano ζην κάζεκα ησλ καζεκαηηθώλ 

ζπκπίπηεη κε ηελ νινθιήξσζε ηεο παξνπζίαζεο ησλ δνκώλ επηινγήο θαη 

επαλάιεςεο ζην κάζεκα ΑΔΠΠ. Δπίζεο ζα δνζεί έλα εξσηεκαηνιόγην ζηνπο 

καζεηέο ώζηε λα αμηνινγεζεί ε πξόηαζε θαη ν ζηόρνο ηεο ν νπνίνο είλαη λα εκπιέμεη 

ηνπο καζεηέο ζε κία δεκηνπξγηθή δηαδηθαζία κάζεζεο θαη αλάπηπμεο 

αλαπαξαζηάζεσλ γηα ηα καζήκαηα ΑΔΠΠ θαη Μαζεκαηηθώλ Καηεύζπλζεο. Έηζη ε 

δηεπηζηεκνληθόηεηα πνπ πξνάγεηαη κε ηελ πξόηαζε, δείρλεη ζηνπο καζεηέο/ηξηεο ην 

ιόγν ηεο αμηνπνίεζεο ησλ ππνινγηζηώλ από ηελ επηζηήκε ησλ Μαζεκαηηθώλ θαη 

αλαδεηθλύεη ην βαζκό αιιειεμάξηεζεο ησλ δύν επηζηήκσλ. 
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Abstract 
This paper presents a teaching proposal for the course 'Application Development in 

Programming Environment' that aims to help students of third class in Greek Lyceum to 

develop algorithmic skills and programming techniques. The proposal is based on the theorem 

of Bolzano. The students have been taught this theorem in the mathematics classroom and are 

asked to explore equations so as to apply the theorem in a programming environment. 
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