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Με έρεη απαζρνιήζεη ζπρλά ην γεγνλόο όηη νη πην πνιιέο 

δπζθνιίεο, νη νπνίεο εκπνδίδνπλ ηελ πξόνδν ησλ 

ζπνπδαζηώλ πνπ πξνζπαζνύλ λα κάζνπλ Αλάιπζε, 

νθείινληαη ζην εμήο:

Αλ θαη θαηαλννύλ ιίγα πξάγκαηα από ηε ζπλήζε άιγεβξα, 

επηκέλνπλ ελ ηνύηνηο ζ’ απηήλ ηελ πην πεξίπινθε ηέρλε. 

Έηζη ινηπόλ όρη κόλν παξακέλνπλ ζην πεξηζώξην, αιιά 

απνθηνύλ παξάμελεο ηδέεο γηα ηελ έλλνηα ηνπ απείξνπ, ηελ 

νπνία νθείινπλ λα ρξεζηκνπνηήζνπλ.

Leonhard Euler: Introductio in Analysin Infinitorum, 1748

Είλαη πξνηηκόηεξν γηα έλα παηδί λα πηζηεύεη όηη δελ μέξεη 

καζεκαηηθά, παξά λα ηνπ δνζεί ε ςεπδαίζζεζε όηη μέξεη, 

ρσξίο λα μέξεη.

Γηάλλεο Νηάλεο: Το βιβλίο ηηρ μεθοδολογίαρ ηων γεωμεηπικών ηόπων, 1977



Μηα ζπλήζεο δηδαθηηθή πξαθηηθή ζηελ Γ΄ Λπθείνπ

Η δηδαθηέα/εμεηαζηέα ύιε νινθιεξώλεηαη έλαλ ή θαη δύν 

κήλεο πξηλ από ηελ πξνγξακκαηηζκέλε ιήμε ησλ 

καζεκάησλ.

Η αηηηνινγία πνπ δίλεηαη ζπλήζσο γηα ηε ζπγθεθξηκέλε 

πξαθηηθή είλαη όηη κε ηελ αξρηθή, γξήγνξε δηεθπεξαίσζε 

ηεο ύιεο δίλεηαη έκθαζε ζηε ζεσξία θαη ηηο αζθήζεηο ηνπ 

βηβιίνπ, ελώ  ζηε ζπλέρεηα γίλεηαη επαλάιεςε κέζσ ηεο 

νπνίαο νη καζεηέο εκβαζύλνπλ θαη αζθνύληαη ζηελ 

αληηκεηώπηζε ζύλζεησλ ή ζπλδπαζηηθώλ ζεκάησλ, 

παξόκνηα κ’ εθείλα πνπ ζα αληηκεησπίζνπλ ζηηο 

παλειιαδηθέο εμεηάζεηο. 



Μεξηθέο βαζηθέο επηζεκάλζεηο

► Πνιύ ιίγνη καζεηέο είλαη ζε ζέζε λα αληηκεησπίζνπλ κε 

επηηπρία ζηε δηάξθεηα ηεο ηξίσξεο εμέηαζεο ησλ ζύλνιν 

ησλ ζεκάησλ πνπ ζέηεη ε Κεληξηθή Επηηξνπή Εμεηάζεσλ.

► Τπάξρεη πνιύ ρακειή επίδνζε ζην ζέκα Α ηεο ζεσξίαο, 

όπνπ νη καζεηέο θαινύληαη νπζηαζηηθά λα αλαπαξάγνπλ 

κηαλ απόδεημε θαη νξηζκνύο ηνπ ζρνιηθνύ βηβιίνπ (ε 

απνηπρία θηάλεη ζπλήζσο ην 50%, ελώ ζηα ίδηα γξαπηά 

ιύλνληαη ζσζηά αξθεηέο αζθήζεηο!).

Είλαη θαλεξό όηη παξά ηα όζα ιέγνληαη γηα έκθαζε ζηε 

ζεσξία, ε δηδαζθαιία ηεο ηειεπηαίαο είλαη ηειείσο 

επηθαλεηαθή θαη απηό πνπ απνθνκίδνπλ νη καζεηέο είλαη 

όηη ην “θιεηδί” γηα ηελ επηηπρία ζηηο εμεηάζεηο είλαη ε 

“κεζνδνινγία”.



► ε πνιιά γξαπηά πνπ αλήθνπλ ζηελ θαηεγνξία ησλ 

πνιύ θαιώλ (αξθεηέο θνξέο θαη ησλ άξηζησλ) 

εθδειώλνληαη κεγάιεο παξαλνήζεηο ησλ καζεηώλ γηα 

βαζηθέο καζεκαηηθέο έλλνηεο.

Οη παξαλνήζεηο απηέο εκθαλίδνληαη ηελ ίδηα ζηηγκή πνπ 

γίλνληαη από ηνπο καζεηέο ζεακαηηθέο εθαξκνγέο 

ππαξμηαθώλ ζεσξεκάησλ γηα ηελ επίιπζε εμηζώζεσλ ή 

ηελ απόδεημε αληζνηήησλ, θαζώο θαη εμεδεηεκέλεο 

εθαξκνγέο ηνπ θαλόλα De L’Hospital γηα ηνλ ππνινγηζκό 

νξίσλ.

Πνιιέο θνξέο κάιηζηα ε ρξήζε ησλ ηζρπξώλ ζεσξεκάησλ 

ηεο Αλάιπζεο είλαη πεξηηηή θαη αδηέμνδε, αθνύ ε ιύζε 

πξνθύπηεη κε ρξήζε ησλ νξηζκώλ ή απιώλ ηδηνηήησλ ηηο 

νπνίεο νη καζεηέο δείρλνπλ λα αγλννύλ ή λα έρνπλ 

μεράζεη.



Μηα ραξαθηεξηζηηθή παξαλόεζε γηα ηελ έλλνηα ηεο 

κεηαβιεηήο ζην ζέκα 4(α) ησλ Εμεηάζεσλ ηνπ 2008

Έζησ f κηα ζπλάξηεζε ζπλερήο ζην R γηα ηελ νπνία ηζρύεη

Να απνδείμεηε όηη f(x) = 20x3 + 6x – 45 (Μνλάδεο 8)

Γηα ηελ επίιπζε αξθεί λα ζέζνπκε:

Σόηε ε ππόζεζε γίλεηαη:

Αληηθαζηζηώληαο ζηελ πξνεγνύκελε ηζόηεηα παίξλνπκε 

ηελ εμίζσζε:
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Μηα “απόδεημε” κε ρξήζε ηζρπξώλ ζεσξεκάησλ ηεο Αλάιπζεο

ΘΕΜΑ 4ν/α

Αξθεί λα δείμσ όηη

Έζησ ε κε F(0) = 0.  Η F είλαη ζπλερήο θαη 

παξ/κε ζην [0, 2]. Από ΘΕΩΡΗΜΑ ΜΕΗ ΣΙΜΗ γηα ηελ F ζην [0, 2]

Όκσο   Άξα

Δειαδή Αξθεί λδν όηη                 ηέηνην ώζηε  f(μ) = 1
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f(0) = –45

Εθόζνλ ε ζπλάξηεζε f είλαη ζπλερήο θαη εθόζνλ γηα x = 0 είλαη

f(0) = –45, ελώ θαζώο ε f ηείλεη ζην άπεηξν παίξλεη απείξσο κεγάιε

ηηκή, ζύκθσλα κε ην ΘΕΩΡΗΜΑ ΕΝΔΙAΜΕΩΝ ΣΙΜΩΝ, θαη επεηδή ην 1

βξίζθεηαη κεηαμύ ηνπ –45 θαη ηνπ Μ >>>0, ζα ππάξρεη θάπνηνο μ κεηαμύ

ηνπ 0 θαη ηνπ  + όπνπ f(μ) = 1.

Άξα                          θαη   f(x) = 20x3 + 6x – 45
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Μεξηθέο παξαηεξήζεηο ζηελ πξνεγνύκελε “απόδεημε”

Γλσξίδεη όηη πξέπεη λα απνδείμεη F(2) = 2.

Με εθαξκνγή ηνπ Θ.Μ.Σ. ζηε ζπλάξηεζε – νινθιήξσκα F 

απνδεηθλύεη όηη ππάξρεη αξηζκόο μ ηνπ δηαζηήκαηνο (0, 2) 

ηέηνηνο, ώζηε F(2) = 2f(μ).

Άξα αξθεί, γηα ην ζπγθεθξηκέλν μ, λα απνδείμεη όηη f(μ) = 1.

Με εθαξκνγή ηνπ Θ.Ε.Σ. ζηε ζπλάξηεζε f απνδεηθλύεη όηη 

ππάξρεη αξηζκόο μ ηνπ δηαζηήκαηνο (0, +∞) γηα ηνλ νπνίν 

ε αληίζηνηρε ηηκή ηεο f είλαη ίζε κε 1.

Δειαδή ηαπηίδνληαη ηα μ δύν δηαθνξεηηθώλ ππαξμηαθώλ 

ζεσξεκάησλ, πνπ εθαξκόδνληαη ζε δηαθνξεηηθέο 

ζπλαξηήζεηο θαη ζε δηαθνξεηηθά δηαζηήκαηα!

Σα ζύκβνια μ θαη f(μ) δελ ρξεζηκνπνηνύληαη ζαλ 

αξηζκεηηθέο κεηαβιεηέο πνπ θάζε κία έρεη έλα ηδηαίηεξν 

ζύλνιν αλαθνξάο, αιιά ζαλ νλόκαηα ζπγθεθξηκέλσλ, 

ζηαζεξώλ πνζνηήησλ.



Μηα ραξαθηεξηζηηθή παξαλόεζε γηα ην ζύλνιν ησλ 

πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ

Να απνδείμεηε όηη ε εμίζσζε

60x5 – 60x4 + 60x3 – 60x2 + 60x – 23 = 0    (1)

έρεη αθξηβώο κία ξίδα ζην δηάζηεκα (0, 1).

Έλαο καζεηήο αληηκεηώπηζε ηελ άζθεζε ζύκθσλα κε ηελ 

θαζηεξσκέλε “κεζνδνινγία”:

Θεώξεζε ηε ζπλάξηεζε

f(x) = 10x6 – 12x5 + 15x4 – 20x3 + 30x2 – 23x

γηα ηελ νπνία ηζρύεη

f΄(x) = 60x5 – 60x4 + 60x3 – 60x2 + 60x – 23 θαη f(0) = f(1).

Με εθαξκνγή ηνπ ζεσξήκαηνο Rolle ζην δηάζηεκα [0, 1] 

έδεημε όηη ππάξρεη έλαο ηνπιάρηζηνλ μ(0, 1) ηέηνηνο ώζηε 

f΄(μ) = 0, δειαδή ν μ είλαη ξίδα ηεο εμίζσζεο (1).



Γηα λα απνδείμεη ηε κνλαδηθόηεηα ηεο ξίδαο ν καζεηήο αθνινύζεζε 

κηαλ αληίζηνηρε “κεζνδνινγία”:

Έζησ όηη ε εμίζσζε (1) έρεη θαη κηα δεύηεξε ξίδα ξ ζην δηάζηεκα (0, 1). 

Σόηε γηα ηε ζπλάξηεζε

g(x) = 60x5 – 60x4 + 60x3 – 60x2 + 60x – 23

ηζρύνπλ νη ππνζέζεηο ηνπ ζεσξήκαηνο Rolle ζην δηάζηεκα [μ, ξ] θαη 

άξα ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ θ(μ, ξ) ηέηνην ώζηε g΄(θ) = 0. 

Αιιά g΄(x) = 0   300x4 – 240x3 + 180x2 – 120x + 60 = 0  

5x4 – 4x3 + 3x2 – 2x + 1 = 0      (2)

Οη κόλεο δπλαηέο ξίδεο ηεο εμίζσζεο (2) είλαη νη αξηζκνί +1 θαη –1.

Με ην ζρήκα Horner βιέπνπκε όηη θακία από απηέο δελ επαιεζεύεη 

ηελ εμίζσζε. Άξα θαηαιήγνπκε ζε άηνπν, αθνύ

5x4 – 4x3 + 3x2 – 2x + 1 ≠ 0 xR.

Έλαο ηξόπνο, κε αιγεβξηθέο γλώζεηο ηεο Α΄ Λπθείνπ, είλαη ν εμήο:

5x4 – 4x3 + 2x2 + x2 – 2x + 1 = 0  x2(5x2 – 4x + 2) + (x – 1)2 = 0



Μηα ηδηάδνπζα πεξίπησζε

Έζησ ζπλάξηεζε f: [α, β]  R, ε νπνία είλαη ζπλερήο ζην 

[α, β], παξαγσγίζηκε ζην (α, β) θαη f(α) = 2β, f(β) = 2α.

α) Να απνδείμεηε όηη ε εμίζσζε f(x) = 2x έρεη κηα 

ηνπιάρηζηνλ ξίδα ζην (α, β) 

β) Να απνδείμεηε όηη ππάξρνπλ μ1, μ2(α, β) ηέηνηα ώζηε 

f(μ1)f(μ2) = 4.

Έλαο καζεηήο αληηκεηώπηζε ηελ άζθεζε σο εμήο:

ην 1ν εξώηεκα έθαλε εθαξκνγή ηνπ ζεσξήκαηνο Bolzano 

ζηε ζπλάξηεζε g(x) = f(x) – 2x, πνπ εμαζθαιίδεη ηελ 

ύπαξμε αξηζκνύ μ(α, β) ηέηνηνπ ώζηε g(μ) = f(μ) – 2μ = 0.

Σν 2ν εξώηεκα πξνθύπηεη κε εθαξκνγή ηνπ Θεσξήκαηνο 

Μέζεο Σηκήο ζηα δηαζηήκαηα [α, μ] θαη [μ, β], αιιά …



Ο καζεηήο έθαλε εθαξκνγή ηνπ Θ.Μ.Σ. ζην δηάζηεκα [α, β] 

δύν θνξέο θαη νλόκαζε μ1 θαη μ2 ηα αληίζηνηρα ζεκεία:

Από ηηο ηζόηεηεο απηέο πξνθύπηεη ακέζσο, κε 

πνιιαπιαζηαζκό θαηά κέιε, ην δεηνύκελν απνηέιεζκα!
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Ωο επίινγνο: Απόζπαζκα από έλαλ πξόινγν …

Πξνηνύ αλαθεξζνύκε ζηε κεζνδνινγία πνπ εηζάγεη ην βηβιίν απηό, ζα 

ζέιακε λα θαζνξίζνπκε ην πεξηερόκελό ηεο.

Απηό ην θάλνπκε, γηαηί είλαη γλσζηό όηη ην πεξηερόκελν πνιιώλ 

ιέμεσλ, ζε δηάθνξνπο ηνκείο, έρεη παξαθζαξεί, βαζηθά από κηα 

θάπνηα ζκοπιμόηηηα, πνπ ζηελ πεξίπησζε απηή, είλαη ην πέξαζκα 

ηεο ιέμεο ζηελ θαηαλαισηηθή ρξήζε.

Έηζη γηα ην θαιύηεξν πνύιεκα ηνπ πεξηερνκέλνπ ηεο ιέμεο, 

ηαπηίδεηαη ε κεζνδνινγία κε ηελ απλούζηεςζη, κε ηεσνάζμαηα 

δεςηεπεύοςζαρ αξίαρ, κε μια διαδικαζία ζςνηαγών, κε πλήθορ 

λςμένων αζκήζεων θαη, βαζηθά, κε κηα έηοιμη σωνεςμένη ηποθή.

Σα πεξηερόκελα απηά, ηειείσο μέλα κε ηε κεζνδνινγία, είλαη 

αληηπαηδαγσγηθά θαη πάλσ απ’ όια μέλα πξνο ην πλεύκα ηεο 

Μαζεκαηηθήο Επηζηήκεο.

(Γηάλλεο Νηάλεο: Το βιβλίο ηηρ μεθοδολογίαρ ηων γεωμεηπικών ηόπων, 1977)


