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ΕΙΣΑΓΩΓΗ  
 

ε  την  παρούσα  εισήγηση  θα  επιχειρήσουμε  να  αναλύσουμε  ιδέες  και  πρακτικές 

στο πλαίσιο μιας πρότασης για τη μετάβαση από τη σημερινή μάλλον διεκπεραιω‐

τική μαθηματική εκπαίδευση σε μια άλλη, που θα έχει στον πυρήνα της την ανάπτυξη της 

κριτικής και δημιουργικής μαθηματικής σκέψης.  

  Και προς την κατεύθυνση αυτή θα ασχοληθούμε με παραδείγματα και πρακτικές που, 

πρωτίστως, έχουν στόχο να προσελκύσουν το ενδιαφέρον των μαθητών προς τα μαθηματι‐

κά και τη διδασκαλία τους.  

  Βέβαια,  η  επιτυχία  ενός  τέτοιου  εγχειρήματος  προϋποθέτει,  πρώτον,  έναν  επανα‐

προσδιορισμό του υποδείγματος που έχουμε σήμερα για τη λυκειακή εκπαίδευση και δεύ‐

τερον, την εμπέδωση καταρχάς και στη συνέχεια τη στήριξη, από τους καθηγητές, της νέας 

αυτής θεώρησης: Μιας θεώρησης που θα αναδεικνύει τελικά τα μαθηματικά και τη διδα‐

σκαλία τους ως προνομιακό πεδίο άσκησης κριτικής σκέψης. Που θα αφήνει πίσω αντιλή‐

ψεις και πρακτικές οι οποίες στην πράξη ταυτίζουν τη διδασκαλία των μαθηματικών με μια 

ακατάσχετη  τυποποιημένη  ασκησιολογία    μόνο  και  μόνο  για  “εξεταστική  κατανάλωση”. 

Πρακτικές που συνήθως εστιάζονται και αναδεικνύουν μόνο αλγοριθμικές  τεχνικές επίλυ‐

σης ασκήσεων, παραβλέποντας πολλές φορές την ουσία αλλά και τους στόχους της διδα‐

σκαλίας  των μαθηματικών στο Λύκειο.  

  Το “παιχνίδι” της ποιοτικής αναβάθμισης της μαθηματικής εκπαίδευσης παίζεται κα‐

θημερινά μέσα στις σχολικές τάξεις. Και εκεί ακριβώς πρέπει να επικεντρώσουμε την προ‐

σοχή μας: Εκεί όπου η Εκπαίδευση –με κατάλληλες βέβαια προϋποθέσεις– μπορεί εν δυ‐

νάμει να μετασχηματισθεί σε  Παιδεία.    

  Και ως σχολικός σύμβουλος Μαθηματικών, εκτιμώ ότι αυτό που σήμερα προέχει είναι 

να εμπνεύσουμε τους εκπαιδευτικούς της τάξης. Να τους βοηθήσουμε ουσιαστικά στο έργο 

τους, της καθημερινής διδακτικής και παιδαγωγικής τους πρακτικής. Να κερδίσουμε έντιμα 

την εμπιστοσύνη τους: Με στοχευμένες επιμορφωτικές συναντήσεις μαζί τους, καλές διδα‐

κτικές και παιδαγωγικές πρακτικές και κυρίως με την ανάπτυξη θεματικών εργαστηρίων.  

Μ 



2 

1.1  Η ΔΙΔΑΣΚΑΛΙΑ ΤΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ: ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ ΚΑΙ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΙΣΜΟΙ  

 

Ένα από τα πλέον κρίσιμα προβλήματα που σχετίζονται με τη διδασκαλία των Μαθηματι‐

κών σε μαθητές Λυκείου και όχι μόνον, είναι και εκείνο της ανάπτυξης από τον διδάσκοντα 

ενός  κατάλληλου  μαθησιακού  περιβάλλοντος,  ώστε  οι  νέες  γνώσεις  να  κατανοούνται  σε 

βάθος και να εντάσσονται στο σύστημα των μαθηματικών γνώσεων, που έχουν ήδη στο νου 

τους οι μαθητές. 

  Το πρόβλημα αυτό είναι βεβαίως ιδιαίτερα σύνθετο˙ και έχει απασχολήσει μέχρι σή‐
μερα, ως διεπιστημονικό πρόβλημα αιχμής, πάρα πολλούς ερευνητές από διάφορους χώ‐

ρους και κυρίως από το χώρο της Διδακτικής των Μαθηματικών και της Γνωσιακής Ψυχολο‐

γίας. Η σύνταξη γενικών και ειδικών κατά περίπτωση οδηγιών το προσεγγίζουν σε ένα πρώ‐

το στάδιο, δεν δίνουν όμως τη λύση. Και αυτό γιατί τα Μαθηματικά, εκτός από την ενδογε‐

νή  τους  δυσκολία,  που  οφείλεται  και  στην  ιδιαιτερότητα  της  τυπικής‐συμβολικής  τους 

γλώσσας, δεν είναι– ούτε και θα μπορούσαν να είναι– μόνο ένα σύνολο από τεχνικές επί‐

λυσης προβλημάτων. 

  Το  ίδιο  το πρόβλημα  της  εμπέδωσης  νέων  γνώσεων επηρεάζεται από μια πληθώρα 

παραγόντων που δεν σχετίζονται μόνο με το μαθηματικό υπόβαθρο των εμπλεκομένων με‐

ρών. Οι παράγοντες: ηλικία, βαθμός ωριμότητας και η ικανότητα των μαθητών για "σύνθε‐

ση" και "αφαίρεση", μεγεθύνουν την πολυπλοκότητα του προβλήματος, με αποτέλεσμα να 

μην  μπορεί  να  αναχθεί  απλουστευτικά  μόνο  σε  θέμα  επιπέδου  μαθηματικής  κατάρτισης 

των διδασκόντων. 

  Αναδύεται έτσι ένα κρίσιμο ερώτημα, που θα μπορούσε να διατυπωθεί ως εξής: 

 

Εντάξει,  σκιαγραφήσαμε,  με  μεγάλη  βεβαίως  συντομία,  κάποιους  γενικούς  

προβληματισμούς για ένα εξαιρετικά σύνθετο πρόβλημα. Θα μπορούσε επίσης 

να  επισημάνει  κανείς,  με  περισσότερες  λεπτομέρειες,  και  άλλους  παράγοντες 

που συνθέτουν την εικόνα του προβλήματος της αποτελεσματικής διδασκαλίας 

των Μαθηματικών. Τι μπορούμε όμως να κάνουμε, σε μια προσπάθεια επίλυσης 

του θέματος; 

 

  Η συνήθης πρακτική μας λέει ότι, όταν δεν μπορούμε να δώσουμε μια ακριβή λύση σε 

ένα συγκεκριμένο πρόβλημα, η προσοχή μας πρέπει να εστιάζεται στην αναζήτηση διαφό‐

ρων προσεγγίσεων, οι οποίες θα μας επέτρεπαν να άρουμε πρακτικά ένα μέρος  (μικρό ή 

μεγαλύτερο κάθε φορά) των ανασταλτικών παραγόντων, που επηρεάζουν την επίλυση του 

προβλήματος. Ας γίνουμε όμως πιο συγκεκριμένοι, με διάφορες επισημάνσεις,   που αφο‐

ρούν τα Μαθηματικά και τη διδασκαλία τους.  

  Κατά τις απόψεις ορισμένων που ενστερνίζονται, κυρίως, το δασκαλοκεντρικό μοντέ‐

λο διδασκαλίας, η ουσία των Μαθηματικών εδράζεται στην εσωτερική δομική τους τελειό‐

τητα˙ και η διδασκαλία τους πρακτικά ακολουθεί το πρότυπο της έκθεσης "έτοιμων" μαθη‐
ματικών αποτελεσμάτων,  στην  τελική  ολοκληρωμένη  τους μορφή,  αδιαφορώντας  για  την 

πορεία της επινόησής τους και για τις φάσεις της σύλληψης των "κρίσιμων" ιδεών. Μια δι‐

δασκαλία που διαπνέεται από τέτοιες αντιλήψεις δε λύνει, πιστεύουμε, κανένα διδακτικό 

πρόβλημα. Και αυτό γιατί, οι υποστηρικτές τέτοιων αντιλήψεων δεν αποδέχονται την ύπαρ‐
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ξη διδακτικών προβλημάτων, αλλά θεωρούν ότι όλα ανάγονται σε ζητήματα (μόνον) καλού 

ή κακού δασκάλου και καλού ή κακού μαθητή. Στη βάση ενός τέτοιου μοντέλου λειτουργεί 

το μονόδρομο δίπολο: 

Καθηγητής (αυθεντικός φορέας της γνώσης) 

 

Μαθητής (παθητικός αποδέκτης "έτοιμων" γνώσεων) 
 

  Και  μεταξύ  των  εμπλεκομένων  μερών  (καθηγητής  –  μαθητής)  κυριαρχεί  συνήθως  ο 

μονόλογος του καθηγητή ή κάποιος κατ'  επίφαση "διάλογος", που εξαντλείται όμως στην 

υποβολή  τυπικών  ερωτήσεων  από  το  διδάσκοντα  και  τη  διατύπωση  μιας  αναμενόμενης 

απάντησης από τους  ίδιους πάντα καλούς μαθητές. Όποιες άλλες προσπάθειες προσέγγι‐

σης της ερώτησης, κατά κανόνα, δεν γίνονται αποδεκτές, δεν αξιολογούνται˙ και δεν αξιο‐
ποιούνται διδακτικά. 

  Το μοντέλο διδασκαλίας που παραπάνω σκιαγραφήσαμε, δεν μπορεί (και δεν πρέπει) 

να έχει πλέον θέση στην εποχή μας, καθώς αφήνει αδιάφορη, και   έξω από το "παιχνίδι" 

της μάθησης την πλειονότητα των μαθητών. Μια άλλου είδους διδασκαλία που θα παίρνει 

υπόψη της τα ερευνητικά αποτελέσματα και τις σύγχρονες αντιλήψεις και τάσεις της Διδα‐

κτικής των Μαθηματικών πρέπει να πάρει τη θέση της. Οι καινούργιες μαθηματικές έννοιες 

και προτάσεις πρέπει να εισάγονται και να "εξελίσσονται" με φυσικό τρόπο μέσα σε ένα δι‐

δακτικό περιβάλλον,  όπου  κυρίαρχος θα  είναι ο  ρόλος  του  ουσιαστικού  διαλόγου  και  του 

δημιουργικού προβληματισμού. Οι μαθητές πρέπει να βρίσκονται στο επίκεντρο της μαθη‐

σιακής διαδικασίας˙ και ο ρόλος του διδάσκοντα να είναι (κυρίως) αυτός του καλού συντο‐
νιστή, που υποβάλλει στην κατάλληλη στιγμή εύστοχες ερωτήσεις, οι οποίες έχουν στόχο 

να προωθούν διαδικασίες έρευνας και γόνιμου προβληματισμού στη σχολική τάξη.  

  Η διδασκαλία είναι ανάγκη να συμβάλλει, ώστε ο μαθητής, πρώτον, να σχηματίζει στο 

μυαλό  του οπωσδήποτε  μία ή  και  περισσότερες    εποπτικές  "εικόνες"  για  καθεμιά  έννοια 

και πρόταση,  και  δεύτερον,  να ανακαλύπτει  τη διασύνδεσή  τους με άλλες προηγούμενες 

σχετικές γνώσεις του. 

  Σ' αυτό το σημείο κρίνουμε σκόπιμο να κάνουμε και κάποιες νύξεις για την ουσία και 

το ρόλο των αναπαραστάσεων στη διδασκαλία των Μαθηματικών. Προκειμένου ο μαθητής 

να λύσει ένα πρόβλημα, που του έχει θέσει ο καθηγητής του, κάνει μια σειρά από συλλογι‐

σμών, οι οποίοι βασίζονται σε διάφορες αναδιατυπώσεις του προβλήματος˙ δημιουργεί με 
τον τρόπο αυτό διάφορες νέες "εικόνες", που εδράζονται στην πρώτη διατύπωση των ερω‐

τημάτων. Τις "εικόνες" αυτές τις λέμε (και) αναπαραστάσεις του προβλήματος. Και οι εικό‐

νες αυτές μπορεί να είναι "εσωτερικές" (νοητικές‐συμβολικές) ή "εξωτερικές". Στις εξωτερι‐

κές  αναπαραστάσεις  εντάσσονται  και  οι  λεγόμενες  "γεωμετρικές  αναπαραστάσεις",  οι  ο‐

ποίες  αποδίδονται  ως  γεωμετρικά  σχήματα,  γραφικές  παραστάσεις  συναρτήσεων,  ιστο‐

γράμματα, ραβδογράμματα, κυκλικά διαγράμματα κ.λπ. Σε μια διαδικασία που μας ενδια‐

φέρει μόνον η αυστηρή διατύπωση των αποδείξεων και καθόλου, ή σχεδόν καθόλου, η πο‐

ρεία της σύλληψης των ιδεών, κυριαρχούν οι "νοητικές‐συμβολικές" αναπαραστάσεις και οι 

αφαιρετικές διαδικασίες. 

  Στην  πρότασή  μας,  οι  γεωμετρικές  αναπαραστάσεις  (εποπτεία)  δεν  εισάγονται  με 

σκοπό να ερμηνεύσουν μια μαθηματική πρόταση, όπως συνηθίζεται, στο τέλος της τυπικής 
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της απόδειξης, αλλά να συμβάλουν από την αρχή στην επινόηση κάποιου γεωμετρικού επι‐

χειρήματος, το οποίο, πρώτον, θα αιτιολογεί τη "σύλληψη" της πρότασης, και δεύτερον, θα 

μας δίνει κάποιες ιδέες για την απόδειξή της. 

  Είναι σημαντικό να σημειώσουμε εδώ το εξής: Πριν καταλήξει κανείς στη διατύπωση 

της λύσης ενός προβλήματος, δεν έχει προηγηθεί η εξίσου σοβαρή φάση της επώασης και 

της  σύλληψης  των  ιδεών,  στη  βάση  κάποιων  αναπαραστάσεων;  Γιατί  λοιπόν  να  αποσιω‐

πούμε και να μην αξιοποιούμε φανερά και με καθαρό τρόπο τη φάση αυτή; 

  Σχετικά τώρα με την επικέντρωση της διδασκαλίας των Μαθηματικών στην αυστηρή 

έκθεση  των  τελικών  αποτελεσμάτων  της  "αφαίρεσης",  ο  γάλλος,  πολωνικής  καταγωγής, 

μαθηματικός Benoit Mandelbrot, που εισήγαγε το 1975 τον όρο "Fractals", μας λέει τα εξής: 
  

«Είμαι  βαθύτατα  πεπεισμένος  ότι  πολύ  συχνά  μάλλον  χάνουμε  παρά  κερδί‐

ζουμε με την εξαρχής καταναγκαστική αφαίρεση και με την υπερβολική σημα‐

σία που δίνουμε στην "τακτοποίηση"  των μαθηματικών εννοιών και των προ‐

τάσεων». 
 

 

1.2   ΕΠΙΣΗΜΑΝΣΕΙΣ ΔΙΔΑΚΤΙΚΗΣ ΠΡΑΚΤΙΚΗΣ 

 

Τα Μαθηματικά αυτά καθαυτά χαρακτηρίζονται από την εσωτερική δομική τους τελειότη‐

τα. Η διδασκαλία τους όμως είναι μια εντελώς διαφορετική υπόθεση. Είναι μια κατεξοχήν 

διαδικασία επικοινωνίας. Επικοινωνία του καθηγητή με τους μαθητές του με μια επιδίωξη: 

να κατακτήσουν οι μαθητές του ορισμένες συγκεκριμένες, κάθε φορά, γνώσεις. Και εδώ το 

κρίσιμο ερώτημα που ανακύπτει είναι το εξής: Αν ο καθηγητής γνωρίζει καλά την ύλη που 

σκοπεύει  να διδάξει,  το στοιχείο αυτό δεν είναι από μόνο  του  ικανό, ώστε να πραγματο‐

ποιήσει μια ποιοτική και παράλληλα αποτελεσματική διδασκαλία; Σίγουρα, βέβαια, η πολύ 

καλή γνώση της ύλης είναι οπωσδήποτε αναγκαία συνθήκη. Όμως δεν είναι από μόνη της 

και  ικανή. Ο  καθηγητής  είναι απαραίτητο  να  ξέρει  και άλλα,  περισσότερα πράγματα.  Και 

μεταξύ αυτών,  να  ξέρει  πολύ  καλά  το  γνωστικό  επίπεδο  των μαθητών  του,  αλλά  και  τον 

τρόπο με τον οποίο αυτοί μαθαίνουν. Να αγαπά τη δουλειά του, και να παίρνει χαρά και 

ικανοποίηση από τις μικρές ή μεγάλες επιτυχίες του παιδευτικού του έργου. 

  Πριν τη διδασκαλία ο καθηγητής καλείται να πάρει κρίσιμες αποφάσεις: Και, πρώτα 

απ’ όλα, να αποφασίσει ποιο μέρος της ενότητας που σκοπεύει να διδάξει, είναι ανάγκη να 

το παρουσιάσει ο  ίδιος στην  τάξη. Με ποια σειρά και με ποιο ακριβώς σχέδιο.  Κι όλα  τα 

υπόλοιπα πρέπει να “βγουν” μέσα από έναν καλοσχεδιασμένο και καλά συντονισμένο διά‐

λογο με την τάξη. Μια τάξη που, υπό την εποπτεία του καθηγητή, συνδιαλέγεται με στόχο 

να βρεθούν απαντήσεις στα ερωτήματα που θέτει ο καθηγητής. Μια τάξη που προσομοιά‐

ζει, κατά κάποιον τρόπο, με εργαστήριο μάθησης, όπου ο καθηγητής ακούει προσεκτικά τις 

απαντήσεις  που  δίνονται,  και  επιχειρεί  συστηματικά,  όταν  κάποια  απάντηση  δεν  είναι  η 

αναμενόμενη, να φέρει τον μαθητή που την έδωσε, στο σημείο εκείνο που θα κατανοήσει ο 

ίδιος την αστοχία ή το λάθος που έκανε. Αυτό βέβαια είναι κάτι που θέλει τον χρόνο του. Κι 

εδώ πρέπει να κατανοήσουμε όλοι ότι αυτός ο χρόνος, της απαραίτητης αναμονής, δεν εί‐

ναι χαμένος χρόνος. Μόνο έτσι μια πληροφορία των μαθηματικών μπορεί, εν δυνάμει, στο 

νου του μαθητή να μετασχηματισθεί σε γνώση. Κι αυτό γιατί ο νους έχει ανάγκη κάποιου 
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χρόνου  ώστε,  αφού  πρώτα  επεξεργαστεί  τις  πληροφορίες,  να  τις  εντάξει  έπειτα  σε  ένα 

προϋπάρχον γνωστικό σχήμα ή, αν χρειάζεται, να δημιουργήσει και κάποιο άλλο, καινούριο 

γνωστικό σχήμα. 

  Πέρα όμως απ’ όλα τα παραπάνω, να τονίσουμε εδώ την αξία και τον ρόλο του διδα‐

κτικού υλικού, που θα χρησιμοποιήσουμε για να “δουλέψει” η τάξη δημιουργικά. Το υλικό 

αυτό θα πρέπει να υποβοηθά στη σύνδεση των νέων γνώσεων που θέλουμε να διδάξουμε 

με άλλες προϋπάρχουσες γνώσεις, και, παράλληλα, τα ερωτήματά μας να στοχεύουν στην 

ανέλιξη της δημιουργικής και κριτικής σκέψης των μαθητών. 

  Επίσης, να σημειώσουμε με ιδιαίτερη έμφαση ότι η επιτυχής αντιμετώπιση ενός μα‐

θηματικού προβλήματος προϋποθέτει την πνευματική συγκέντρωση του μαθητή πάνω στα 

ερωτήματα που συγκροτούν το πρόβλημα. Πειθαρχημένη σκέψη αλλά και επιμονή, ώστε, 

αφού πρώτα κατανοήσει, σημείο προς σημείο, όλες τις πληροφορίες που του δίνονται, να 

αναζητήσει έπειτα την κρίσιμη ιδέα που θα του επιτρέψει να “ξεκλειδώσει” το πρόβλημα. 

Να δει προσεκτικά τη διασύνδεση αυτής της ιδέας με τις όλες τις υποθέσεις και τα συμπε‐

ράσματα του προβλήματος. Να αντιληφθεί όλες  τις διασυνδέσεις μεταξύ  των υποθέσεων 

που θα του επιτρέψουν να κάνει και το επόμενο βήμα, που είναι η διατύπωση της λύσης 

του προβλήματος. 

 

 

2.   ΑΝΑΠΤΥΞΗ ΕΡΕΥΝΗΤΙΚΩΝ ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΩΝ – Η ΕΠΑΓΩΓΙΚΗ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗ ΤΗΣ 

ΓΝΩΣΗΣ ΣΤΟ ΠΛΑΙΣΙΟ ΜΙΑΣ “ΔΙΕΡΕΥΝΗΤΙΚΗΣ” ΤΑΞΗΣ 
 

Ξεκινώντας  από  την  κοινά  αποδεκτή  θέση  ότι  κάθε  διδασκαλία  πρέπει  να  στοχεύει  στην 

ουσιαστική κατάκτηση των γνώσεων από τους μαθητές μας, κρίνουμε σκόπιμο να αναφερ‐

θούμε σε ορισμένες προϋποθέσεις που πιστεύουμε ότι ευνοούν μια διδασκαλία των μαθη‐

ματικών, με έμφαση στην ανάπτυξη ερευνητικών δραστηριοτήτων. Και ως πρώτη προϋπό‐

θεση θεωρούμε την ενσυνείδητη εμπλοκή του μαθητή στις διαδικασίες της μάθησης: Είναι 

απαραίτητο, πρώτα απ’ όλα, να πεισθεί ο μαθητής ότι η εν λόγω γνώση τον ενδιαφέρει και 

η προσωπική του συμμετοχή σ’ αυτήν τη διαδικασία μετράει και έχει νόημα· ότι έτσι συμ‐

βάλλει κι αυτός με τον δικό του τρόπο στην κατασκευή και διαμόρφωση της νέας γνώσης 

και δεν είναι απλά ένας παθητικός δέκτης ασύνδετων, κατά κανόνα, πληροφοριών. Με αυ‐

τές  τις  προϋποθέσεις,  δημιουργείται  μια  τάξη,  στην  οποία  οι  μαθητές  συμμετέχουν  στην 

αναζήτηση και επινόηση της γνώσης. Και ο ρόλος εδώ του διδάσκοντα είναι, κυρίως, αυτός 

του εμπνευστή, του καθοδηγητή και του καλού συντονιστή, που υποβάλλει στην κατάλληλη 

στιγμή εύστοχες ερωτήσεις, οι οποίες προωθούν διαδικασίες έρευνας και γόνιμου προβλη‐

ματισμού. Μια τέτοια τάξη, στην οποία ο διδάσκων θέτει προβλήματα προς λύση και συγ‐

χρόνως λειτουργεί διευκολυντικά στη διαπραγμάτευσή τους, δημιουργεί μια διερευνητική 

τάξη μαθηματικών. 

  Σε  τέτοιες  τάξεις  μαθηματικών,  οι  μαθητές  στην  πορεία  διαπραγμάτευσης  κάποιου 

προβλήματος οδηγούνται σταδιακά, υπό την καθοδήγηση του διδάσκοντα, από τη μελέτη 

επιμέρους  περιπτώσεων  στη  διατύπωση  επεκτάσεων  και  γενικεύσεων:  μια  ικανότητα,  η 

οποία σχετίζεται με τη μαθηματική ανακάλυψη, την επινόηση δηλαδή των κρίσιμων ιδεών 
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που μάς δείχνουν το δρόμο για τη λύση. Σ΄ αυτήν τη δημιουργική πορεία, και καθώς ο μα‐

θητής αναζητά επίμονα τη λύση κάποιου προβλήματος, σημαντικό ρόλο παίζει και η διαί‐

σθηση που βασίζεται κυρίως στην εποπτεία (κατά τον Richard Courant, η έλλειψη της εξάρ‐

τησης των αποδείξεων από τη διαίσθηση οδηγεί σε "μαθηματική ατροφία"). 

  Με τις παραπάνω σκέψεις, επιχειρούμε να διευκρινίσουμε τις παιδευτικές προθέσεις 

μιας διερευνητικής τάξης μαθηματικών και, παράλληλα, να αναπτύξουμε περαιτέρω το δι‐

δακτικό σχήμα  του G. Polya  για ένα περιβάλλον διερευνητικής διδασκαλίας και μάθησης, 

όπου οι μαθητές για την επίλυση ενός προβλήματος: 

(α)   πειραματίζονται και παρατηρούν στο πλαίσιο της επαγωγικής συλλογιστικής: αντιμε‐

τωπίζουν δηλαδή, πρώτα‐πρώτα,  επιμέρους περιπτώσεις του προβλήματος  (ειδικεύ‐

σεις), 

(β)   εντοπίζουν μια ιδιότητα ή μια κατάσταση που συνήθως εμφανίζεται σε όλες τις επι‐

μέρους περιπτώσεις που εξέτασαν, 

(γ)   διατυπώνουν εικασίες, 

(δ)   επινοούν ένα σχέδιο για τη μαθηματική απόδειξη των εικασιών,  το οποίο στη συνέ‐

χεια τροποποιούν όσες φορές απαιτηθεί, έως ότου καταλήξουν στο επιθυμητό αποτέ‐

λεσμα, 

(ε)   ελέγχουν  αν  τα  αποδεικτικά  βήματα  που  ακολούθησαν,  καθώς  και  το  συμπέρασμα 

στο οποίο κατέληξαν, είναι απολύτως συνεπή προς όλες τις υποθέσεις του προβλήμα‐

τος και 

(στ)   προσπαθούν να δούν το υπό μελέτη πρόβλημα ως ειδίκευση ενός γενικού προβλήμα‐

τος και, ακολούθως, να μελετήσουν αυτό το γενικό πρόβλημα. 
 

  Έχουμε τη γνώμη ότι ο διάλογος που θα αναπτυχθεί, με έναυσμα την αναζήτηση απα‐

ντήσεων σε ερωτήματα τέτοιων δραστηριοτήτων, θα συμβάλλει ώστε να αναδειχθούν και 

εμπεδωθούν ιδέες και πρακτικές που βαθμιαία βελτιώνουν τη μαθηματική ικανότητα η ο‐

ποία είναι, τελικά, και το ποιοτικό ζητούμενο της μαθηματικής εκπαίδευσης. 

 

ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 
 

Η  παρούσα  εισήγηση  συμπληρώνεται  με  κάποια  ενδεικτικά  θέματα,  η  ανάπτυξη  των  ο‐

ποίων –με κατάλληλη βέβαια διδακτική διαχείριση– μπορεί εν δυνάμει να υποστηρίξει τον 

παιδευτικό ρόλο μιας διερευνητικής τάξης μαθηματικών στο Λύκειο. 

 

Ενδεικτικά παραδείγματα για διαπραγμάτευση στη σχολική τάξη 
 

1.   Από  την εποπτεία και  τη διαίσθηση στη μαθηματική  τακτοποίηση  της  έννοιας  της 

απόλυτης τιμής πραγματικού αριθμού  
 

Παράδειγμα 1 

  Σε έναν άξονα  x x′ να θεωρήσετε τα σημεία  ( )A 1  και  ( )B 5 . 

  α)   Να βρείτε, αν υπάρχουν, και  πόσα, σημεία  ( )M x  πάνω στον  x x′  τέτοια, ώστε: 

    i)    MA MB 4+ =   
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    ii)   MA MB 1+ =  

    iii)  MA MB 8+ =  

  β)   Χρησιμοποιώντας το σύμβολο της απόλυτης τιμής ν α γράψετε τις γεωμετρικές ισότητες 

i), ii) και iii) με μορφή εξίσωσης και, στη συνέχεια, να βρείτε τις ρίζες των εξισώσεων αυ‐

τών. 

 

Παράδειγμα 2 

  Σε  έναν  άξονα  x x′ να  πάρετε  δύο  οποιαδήποτε  σημεία  ( )Α α   και  ( )Β β ,  και  έπειτα  να 

προσδιορίσετε  γεωμετρικά  τα  σημεία  του  άξονα  στα  οποία  αντιστοιχούν  οι  αριθμοί 

α β,β α− − , και α β.+  

 

2.   Μια ενότητα θεμάτων Ευκλείδειας Γεωμετρίας που αναδεικνύουν την ιδέα των δια‐

δοχικών γενικεύσεων   

 

2.1   Θεωρούμε ορθογώνιο τρίγωνο  ΑΒΓ και σημείο Μ  που κινείται στην υποτείνουσα ΒΓ.  Από 

το Μ  φέρνουμε τα κάθετα τμήματα ΜΚ  και ΜΛ  προς τις πλευρές  ΑΒ  και  ΑΓ αντίστοιχα. 

Να προσδιορίσετε τη θέση του Μ  στη ΒΓ , ώστε το μήκος το τμήματος ΚΛ  να γίνεται ελά‐

χιστο. 
 

2.2   Θεωρούμε τρίγωνο  ΑΒΓ και σημείο Μ  που κινείται στην πλευρά ΒΓ.  Από το Μ  φέρνουμε 

τα κάθετα τμήματα ΜΚ και ΜΛ  προς τις πλευρές  ΑΒ  και  ΑΓ αντίστοιχα. Να προσδιορίσετε 

τη θέση του Μ  στη ΒΓ , ώστε το μήκος το τμήματος ΚΛ  να γίνεται ελάχιστο. 
 

2.3    Θεωρούμε τρίγωνο  ΑΒΓ και σημείο Μ  που κινείται στην πλευρά ΒΓ.  Φέρνουμε τα τμήμα‐

τα ΜΚκαι ΜΛ , όπου Κ σημείο της πλευράς   ΑΒ  και  Λ  σημείο της πλευράς  ΑΓ τέτοια, ώ‐

στε  ΒΚΜ ΜΛΓ ω= = , όπου  ω  γωνία με το ίδιο σταθερό μέτρο για οποιαδήποτε θέση του 

Μ . Να προσδιορίσετε τη θέση του Μ  στη  ΒΓ , ώστε το μήκος το τμήματος  ΚΛ  να γίνεται 

ελάχιστο. 

 

Σχόλιο: 
  Τα επιμέρους θέματα 2.1, 2.2 και 2.3 της παραπάνω ενότητας θεμάτων Ευκλείδειας Γεωμε‐

τρίας προτείνονται για διαπραγμάτευση στην τάξη στο πλαίσιο μιας ερευνητικής δραστηριότητας 

που αναδεικνύει την ιδέα της γενίκευσης προβλήματος με διαδοχικές μεταβολές των υποθέσεων, 

διατηρώντας το ίδιο ζητούμενο. Εκτιμούμε ότι ανάλογες δραστηριότητες –υπό κατάλληλες βέβαια 

διδακτικές  προϋποθέσεις– μπορούν εν δυνάμει να συμβάλλουν στην ανάπτυξη της δημιουργικής 

μαθηματικής σκέψης. 
 

 

3.   Παραδείγματα που  αναδεικνύουν  τη φυσική  ερμηνεία  του  θεωρήματος  του Rolle 

και του ΘΜΤ του Lagrange 

 

3.1    Ας  υποθέσουμε  ότι  μια  συνάρτηση  V(t)  μετράει  τον  όγκο  του  αέρα  που  βρίσκεται 

στους  πνεύμονες  ενός  ανθρώπου,  ως  προς  το  χρόνο  t,  κατά  τη  διάρκεια  μιας  ανα‐

πνοής. 
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    Υποθέτουμε ότι:  

    α)   η V είναι συνεχής και περιγράφεται από μια ομαλή καμπύλη (:γραφική παράστα‐

ση παραγωγίσιμης συνάρτησης). 

    β)   η V(t) παίρνει την ίδια τιμή (περίπου 4 λίτρα) στο τέλος κάθε εισπνοής.  

    Ερώτηση: Υπάρχει χρονική στιγμή, κατά τη διάρκεια μιας αναπνοής, όπου μηδενίζεται 

ο ρυθμός μεταβολής του όγκου του αέρα που βρίσκεται στους πνεύμονες του ανθρώ‐

που;  
 

3.2   Πετάμε κατακόρυφα προς  τα πάνω μια μπάλα και  την  ξαναπιάνουμε στο  ίδιο ύψος 

από το οποίο την πετάξαμε. 
    α)   Να κάνετε πρόχειρα τη γραφική παράσταση της συνάρτησης θέσης της μπάλας ως 

προς το χρόνο t. 

    β)   Υπάρχει χρονική στιγμή t1 που η ταχύτητα της μπάλας μηδενίζεται;  

        Ποια είναι η κλίση (της εφαπτομένης) της γραφικής παράστασης της συνάρτησης 

θέσης στο σημείο με τετμημένη t1; 
 

3.3   Δύο αυτοκίνητα  είναι  σταματημένα σ’  ένα φανάρι,  το  ένα δίπλα στο άλλο. Όταν  το 

φανάρι ανάβει πράσινο ξεκινούν, αλλά αναγκάζονται και τα δύο να σταματήσουν στο 

επόμενο φανάρι. Έτσι, βρίσκονται και τα δύο σταματημένα πάλι, το ένα δίπλα στο άλ‐

λο. Υπάρχει χρονική στιγμή κατά την οποία τα δύο αυτοκίνητα έτρεχαν με την ίδια τα‐

χύτητα; 

 

3.4   Ένας σκιέρ κατεβαίνει μια πλαγιά, ξεκινώντας από ένα σημείο Α και καταλήγοντας σε 

ένα σημείο Β. Υπάρχει περίπτωση ο σκιέρ να αποφύγει την κλίση του ευθ. τμήματος 

ΑΒ;  
 

3.5   Ο οδηγός ενός Jeep σκοπεύει από το σημείο Α να φτάσει στο Β. Η πλαγιά ΑΒ ορίζεται 

από την καμπύλη  ( )ƒy x=  και το Jeep μπορεί να αναρριχηθεί σε κλίσεις έως 25%. Ο 

οδηγός θα πετύχει το σκοπό του; 
  

 
Α

Β

15
0 

m

0,5 Km  
 

3.6   Ένα σωματίδιο κινείται πάνω στον άξονα των τετμημένων (των t)  
 

Χρόνος t σε sec  Θέση x(t) σε m 
0  2 
2  4 
5  7 
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    Ο πίνακας δείχνει τη θέση του σωματιδίου σε τρεις χρονικές στιγμές. 
    α)  Να βρείτε η μέση ταχύτητα του σωματιδίου στο χρονικό διάστημα [0, 5] 

    β)   Να αποδείξετε ότι υπάρχουν δύο τουλάχιστον χρονικές στιγμές κατά τις οποίες η 

στιγμιαία ταχύτητα του σωματιδίου είναι ίση με τη μέση ταχύτητα στο διάστημα 

[0, 5]. 

    γ)   Να εξετάσετε αν υπάρχει μία τουλάχιστον χρονική στιγμή κατά την οποία η επιτά‐

χυνση του σωματιδίου μηδενίζεται. 

  (Θεωρείστε ότι οι συναρτήσεις της θέσης και της ταχύτητας του σωματιδίου είναι παρα‐

γωγίσιμες συναρτήσεις του χρόνου).  

 

Θέματα Ανάλυσης που αναδεικνύουν το ρόλο της γεωμετρικής εποπτείας 
 

Παράδειγμα 1  

  Μία  συνάρτηση  ƒ   είναι  συνεχής  και  γνησίως φθίνουσα  στο  .  Υπάρχει    περίπτωση  η 

γραφική της παράσταση να μην τέμνει τον φορέα της διχοτόμου της πρώτης ορθής γωνίας 

των αξόνων; Να αποδείξετε την εικασία σας. 
 

Παράδειγμα 2 

     Μία συνάρτηση  ƒ  είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο  . Υπάρχει  περίπτωση η γρα‐

φική της παράσταση να μην τέμνει τον φορέα της διχοτόμου της δεύτερης ορθής γωνίας 

των αξόνων; Να αποδείξετε την εικασία σας. 
 

Παράδειγμα 3 

  Αν μια συνάρτηση ƒ είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο  [α, β] με την  ιδιότητα 

ƒ(α) + ƒ(β) =  ƒ α β
2

2
+⎛ ⎞⋅ ⎜ ⎟

⎝ ⎠
, τότε υπάρχει ξ∈(α, β) τέτοιο, ώστε  ( )ƒ ξ 0′′ = . 

Σχόλιο 

  Το παράδειγμα αυτό το συμπεριλάβαμε στο υλικό της παρούσας εισήγησης, όχι 

για να δώσουμε τη συνήθη γνωστή του λύση, αλλά για να αναδείξουμε το γεωμετρικό 

υπόβαθρο που βρίσκεται πίσω από τις τυπικά διατυπωμένες μαθηματικές σχέσεις.  
 

xα βξ1

y

ξ2

Α

Μ

Γ Β

Λ(β, ƒ(β))

ε1

ε2

Cƒ

α + β
2

Κ(α, ƒα))

Ο
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Μια ανάλυση των υποθέσεων 

  Η υπόθεση ƒ(α) + ƒ(β) =  ƒ α β
2

2
+⎛ ⎞⋅ ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 γράφεται:  

[ ]ƒ ƒ ƒ1 α β
(α) (β)

2 2
+⎛ ⎞+ = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
   : (1) 

 

  Το 1ο μέλος της υπόθεσης (1) είναι η τεταγμένη του μέσου Μ του τμήματος ΚΛ, ενώ το 

2ο μέλος είναι η εικόνα, μέσω της ƒ,  του μέσου του διαστήματος  [α, β]. Η πρώτη α‐
πλούστατη γεωμετρική ερμηνεία της υπόθεσης (1) είναι ότι η γραφική παράσταση της 

ƒ τέμνει το τμήμα ΚΛ στο μέσο του Μ.  

  Επίσης, το τετράπλευρο ΚΑΒΛ είναι  (γενικά) τραπέζιο με βάσεις ΚΑ = ƒ(α), ΛΒ = ƒ(β) 

και διάμεσο την ΜΓ =  ƒ α β
2
+⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

  Η υπόθεση (1) σε γεωμετρική γλώσσα γράφεται: 

ΚΑ ΚΒ
ΜΓ

2
+

= , 

  σχέση η οποία,  από  την  Ευκλείδεια  Γεωμετρία,  συνδέει  το μήκος  της διαμέσου  του 

τραπεζίου ΚΑΒΛ με τα μήκη των βάσεών του.  

 

  Το γεγονός ότι η ƒ είναι δύο φορές παραγωγίσιμη, άρα και μία φορά, μας δηλώνει ότι 
η γραφική παράσταση της ƒ είναι μια "ομαλή" καμπύλη, η οποία δέχεται εφαπτομένη 
(όχι κατακόρυφη) σε κάθε σημείο της.   

 

 

Προσέγγιση θεωρητικής τεκμηρίωσης 

 

  Από τη διαίσθησή μας, που βρίσκεται σε πλήρη αρμονία με το Θεώρημα Μέσης Τιμής 

του Διαφορικού Λογισμού, υπάρχουν οι εφαπτόμενες ευθείες ε1 και ε2 της Cƒ παράλ‐

ληλες προς την ΚΛ, με συντελεστές διεύθυνσης αντίστοιχα ƒ΄(ξ1) και ƒ΄(ξ2). 

        ƒ΄(ξ1) = λΚΜ,  ξ1∈
α β

α,
2
+⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

  Είναι  

        ƒ΄(ξ2) = λΜΛ,  ξ2∈
α β

,β
2
+⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

  Όμως λΚΜ = λΜΛ, οπότε ƒ΄(ξ1) = ƒ΄(ξ2) και με απλή εφαρμογή του Θεωρήματος του Rolle 
για τη συνάρτηση ƒ΄ στο [ξ1, ξ2], παίρνουμε το ζητούμενο ƒ΄΄(ξ) = 0, όπου ξ∈(ξ1, ξ2). 

 

 

Προβληματισμός 

  Θα μπορούσαμε να καταλήξουμε στην ƒ΄(ξ1) = ƒ΄(ξ2) στηριζόμενοι στο γεγονός ότι το 
ΚΑΒΛ είναι τραπέζιο; 
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xξ1

y

ξ2Α

Μ

Γ Β

Λ

Κ ω

ω

Μ΄

Λ΄

Ο

 

 
ƒ

ƒ

1 ΚΜ

2 ΜΛ

ΜΜ΄ ΜΓ ΚΑ
(ξ ) λ εφω : (2)

ΚΜ΄ ΑΓΈχουμε :
ΛΛ΄ ΛΒ ΜΓ

(ξ ) λ εφω : (3)
ΜΛ΄ ΓΒ

−′ = = = =

−′ = = = =
 

 

  Τα τελευταία κλάσματα των (2) και (3) είναι ίσα, γιατί ΑΓ = ΓΒ και ΜΓ – ΚΑ = ΛΒ – ΜΓ, 

λόγω της σχέσης της διαμέσου ΜΓ του τραπεζίου ΚΑΒΛ με τις βάσεις  του ΚΑ και ΛΒ. 

Οπότε ƒ΄(ξ1) = ƒ΄(ξ2). 
 

  Η γεωμετρική ερμηνεία του παραπάνω θέματος μας επιτρέπει να διατυπώσουμε την 

επόμενη γενίκευση: 

 

Γενίκευση 
 

  Έστω συνάρτηση ƒ δύο φορές παραγωγίσιμη στο [α, β] και τα σημεία Κ(α, ƒ(α)) και 
Λ(β, ƒ(β)). 

  Αν το τμήμα ΚΛ και η γραφική παράσταση της ƒ τέμνονται, τότε υπάρχει ξ∈(α, β)  
τέτοιο, ώστε  ƒ΄΄(ξ) = 0. 
 

 

Σκέψεις για την απόδειξη της γενίκευσης 
 

  Έστω ότι το σημείο Γ, που στο παράδειγμα 3 ήταν το μέσο του ευθυγράμμου τμήματος 

ΑΒ, έχει τώρα τετμημένη έστω  γ γενικά. Τότε θα είναι: 

γ α
1

β γ
−

=
−

  και ισοδύναμα: 
α β

Γ , 0
2
+⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

  Έτσι, αρκεί να θεωρήσουμε ότι το Γ είναι πάλι εσωτερικό σημείο του τμήματος ΑΒ με 

γ α κ
β γ λ
−

=
−

, οπότε, με απλές πράξεις, καταλήγουμε σε 
βκ αλ

Γ , 0
λ κ
+⎛ ⎞

⎜ ⎟+⎝ ⎠
. 
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Παράδειγμα 4 

 

  Έστω  συνάρτηση  ƒ   παραγωγίσιμη  στο  [ ]0,1 ,  με  συνεχή  παράγωγο,  για  την  οποία 

ισχύουν: 

( )ƒ 0 0= ,  ( )ƒ 1
1

2
=  και  ( )ƒ 0 0′ >  

  Να αποδείξετε ότι υπάρχει  ( )ξ 0,1∈  τέτοιο, ώστε  ( )ƒ ξ 2ξ′ =  

 

Σχόλιο 

  Το παράδειγμα 4  το προτείναμε σε  Εργαστήριο  Εφαρμοσμένης Διδακτικής  των Μα‐

θηματικών (Δ. Ντρίζος, Ιανουάριος 2016, Καρδίτσα) για να να αναδείξουμε την παιδευτική 

αξία της αναζήτησης και παρουσίασης πολλών τρόπων λύσης ενός μαθηματικού ερωτήμα‐

τος).   

 

1ος τρόπος λύσης (του Δ. Ντρίζου) 

  Αρκεί  να  αποδείξουμε  ότι  η  εξίσωση  ( )( )ƒ 2x x 0′− =   έχει  μία  τουλάχιστον  ρίζα  στο 

διάστημα  ( )0,1 . Και αυτό θα μπορούσε να προκύψει με εφαρμογή του θ.  του Rolle 

στη συνάρτηση  ( ) ( )ƒ 2g x x x= − ,  [ ]x 0,1∈  

  Είναι  ( )g 0 0=  και  ( ) ( )ƒ 2 1 1
g 1 1 1 1

2 2
= − = − = −   δηλαδή  ( )g 1 0<   

Σχέδιο προσέγγισης του θέματος: 

  Επειδή  ( )g 0 0= , το ζητούμενο θα προέκυπτε με εφαρμογή του θ. του Rolle για την  g , 

αν αποδεικνύαμε ότι υπάρχει αριθμός  ( )α 0,1∈  για τον οποίο  ( )g α 0=  

  Με βάση αυτή την ιδέα, και παίρνοντας υπόψη ότι  ( )g 1 0< , αναρωτιόμαστε μήπως 

θα μπορούσαμε να έχουμε κάποιο  ( )β 0,1∈  ώστε  ( )g β 0> , οπότε με εφαρμογή του 

θ.  του Bolzano στο διάστημα  [ ]β,1  θα εξασφαλίζαμε την ύπαρξη αριθμού  ( )α β,1∈  

τέτοιου ώστε  ( )g α 0=  

Εφαρμογή του σχεδίου: 

  Ισχυριζόμαστε  ότι  δεν  υπάρχει  κάποιο  ( )β 0,1∈   ώστε  ( )g β 0> .  Ισοδύναμα  ότι  για 

κάθε  ( )x 0,1∈  ισχύει  ( )g x 0≤ . 

  •  Στην  περίπτωση που για κάποιο  ( )x 0,1∈  ισχύει  ( )g x 0= , τότε, καθώς έχουμε και 

( )g 0 0= , το ζητούμενο προκύπτει με εφαρμογή του θ. Rolle.  

  •  Ας εξετάσουμε τώρα τον ισχυρισμό  ( )g x 0<  για κάθε  ( )x 0,1∈ .  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ƒ ƒ ƒ
ƒ ƒ2

x 0 x 0

x x 0
g x 0 x x x lim lim x 0 0

x x 0+ +→ →

−
′< ⇒ < ⇒ < ⇒ < ⇒ ≤

−
, 

    που είναι άτοπο λόγω υπόθεσης. Άρα υπάρχει κάποιο  ( )β 0,1∈  ώστε  ( )g β 0> .   
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  Με εφαρμογή του θ. του Bolzano στο  [ ]β,1  παίρνουμε ότι υπάρχει  ( )α β,1∈  τέτοιο, 

ώστε  ( )g α 0=  

  Και τέλος, με εφαρμογή του θ. του Rolle για την  g  στο διάστημα  [ ]0,α , παίρνουμε ότι 

υπάρχει  ( ) ( )ξ 0,α 0,1∈ ⊆  τέτοιο, ώστε  ( )g ξ 0′ = , οπότε  ( )ƒ ξ 2ξ′ =  

 

Σχόλια – Έλεγχος υποθέσεων 

1.   Στην παραπάνω λύση, η υπόθεση ότι η  ƒ′  είναι συνεχής δεν μας χρειάστηκε.  

2.   Η υπόθεση  ( )ƒ 1
1

2
=  θα μπορούσε να δίνεται γενικά ως  ( )ƒ 1 θ= , με  θ 1<  

3.   Ως ζητούμενο θα μπορούσαμε να έχουμε: υπάρχει  ( )ξ 0,1∈  ώστε  ( )ƒ ν 1ξ νξ −′ = . 

 

Μια γενίκευση 

   Έστω μια συνάρτηση  ƒ  παραγωγίσιμη στο  [ ]0,1 , για την οποία ισχύουν: 

( )f 0 0= ,  ( )ƒ 1 θ 1= < και  ( )ƒ 0 0′ >  

  Να αποδείξετε ότι υπάρχει  ( )ξ 0,1∈  τέτοιο, ώστε  ( )ƒ ν 1ξ νξ −′ =  

 

2ος τρόπος λύσης (προτάθηκε από τον Θανάση Καραντάνα, καθηγητή στο 4ο ΓΕΛ Καρδίτσας, 

και τον Αιμίλιο Βλάστο, καθηγητή στο Μουσικό Σχολείο Καρδίτσας) 

 

  Έστω η συνάρτηση  ( ) ( )ƒ 2g x x x= − ,  [ ]x 0,1∈  

  Είναι  ( )g 0 0=  και  ( ) 1
g 1

2
= −   

  Επίσης   ( ) ( )ƒg x x 2x′ ′= − , άρα  ( ) ( )ƒg 0 0 0′ ′= >   

  Οπότε από τον ορισμό της παραγώγου της  g  στο 0 από τα δεξιά, παίρνουμε:  

( ) ( ) ( )
x 0 x 0

g x g 0 g x
lim lim 0

x 0 x+ +→ →

−
= >

−
. 

  Και επειδή  x 0> , θα είναι και  ( )g x 0>   κοντά στο  0  από τα δεξιά. Άρα θα υπάρχει 

( )k 0,1∈  τέτοιο, ώστε   ( )g k 0> . 

  Έχουμε λοιπόν  ( ) ( )g k g 1 0⋅ <  και επειδή η συνάρτηση  g  είναι συνεχής στο  [ ]k,1 , από 

το θεώρημα του Bolzano θα υπάρχει  ( ) ( )m k,1 0,1∈ ⊆  τέτοιο, ώστε  ( )g m 0= . 

  Τέλος, καθώς στο διάστημα  [ ]0,m  η  g  ικανοποιεί τις υποθέσεις του θεωρήματος του 

Rolle, θα υπάρχει  ( ) ( )ξ 0,m 0,1∈ ⊆  τέτοιο, ώστε  ( )g ξ 0′ = . Δηλαδή  ( )ƒ ξ 2ξ′ =  

 

3ος τρόπος λύσης  

  Έστω η συνάρτηση  ( ) ( )ƒ 2g x x x= − ,  [ ]x 0,1∈  

  Είναι  ( )g 0 0=  και  ( ) 1
g 1

2
= −   

  Επίσης   ( ) ( )ƒg x x 2x′ ′= − , άρα  ( ) ( )g 0 f 0 0′ ′= >  
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  Με  εφαρμογή  του θεωρήματος Μέσης  Τιμής  για  την  g   στα 
1

0,
2

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

  και 
1
,1

2
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

,  βρί‐

σκουμε ότι υπάρχουν  1

1
x 0,

2
⎛ ⎞∈⎜ ⎟
⎝ ⎠

 και  2

1
x ,1

2
⎛ ⎞∈⎜ ⎟
⎝ ⎠

 τέτοια, ώστε: 

( )1

1 1
f
2 4

g x
1
2

⎛ ⎞ −⎜ ⎟
⎝ ⎠′ =  και  ( )2

1 1 1
f

2 2 4
g x

1
2

⎛ ⎞⎛ ⎞− − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠′ =  

Και επειδή  ( ) ( )1 2g x g x 1′ ′+ = − , προφανώς ένα τουλάχιστον από τα  ( ) ( )1 2g x ,g x′ ′  θα 

είναι υποχρεωτικά αρνητικό.  

  Έστω λοιπόν ότι είναι  ( )1g x 0′ <  

  Τότε, καθώς η  g′  είναι συνεχής στο  [ ]10,x και  ( ) ( )1g 0 g x 0′ ′⋅ < , από το θεώρημα του 

Bolzano  βρίσκουμε  ότι  θα  υπάρχει  ένα  τουλάχιστον  ( ) ( )1ξ 0,x 0,1∈ ⊆   τέτοιο  ώστε 

( )g ξ 0′ = . Δηλαδή  ( )ƒ ξ 2ξ′ = .               

 

4ος τρόπος λύσης (προτάθηκε από τον Σεραφείμ Σαμορέλη, καθηγητή στο 8ο ΓΕΛ Τρικάλων)  

 

  Έστω  η  συνάρτηση  ƒw(x) (x) 2x′= −   με  [ )x 0,1∈   για  την  οποία  ισχυριζόμαστε  ότι 

w(x) 0≠  στο  [ )0,1 . 

  Επειδή στο διάστημα  [ )0,1 η συνάρτηση  w  είναι συνεχής με  w(x) 0≠ , προκύπτει ότι 

η w  διατηρεί σταθερό πρόσημο στο  [ )0,1   

  Είναι  ƒ ƒw(0) (0) 2 0 (0) 0′ ′= − ⋅ = > ,  άρα  w(x) 0>   για  κάθε  [ )x 0,1∈ ,  οπότε  και 

ƒ (x) 2x′ >  για κάθε  [ )x 0,1∈ ,  (1)  

  Με εφαρμογή του ΘΜΤ για την  ƒ  στα διαστήματα 
1

0,
2

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

 και 
1
,1

2
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

 προκύπτει ότι θα 

υπάρχουν  1

1
x 0,

2
⎛ ⎞∈⎜ ⎟
⎝ ⎠

 και  2

1
x ,1

2
⎛ ⎞∈⎜ ⎟
⎝ ⎠

 τέτοια, ώστε: 

ƒ ƒ
ƒ 1

1
(0)

2
(x )

1
2

⎛ ⎞ −⎜ ⎟
⎝ ⎠′ =   και 

( )ƒ ƒ
ƒ 2

1
1

2
(x )

1
2

⎛ ⎞− ⎜ ⎟
⎝ ⎠′ =  

  Με πρόσθεση κατά μέλη παίρνουμε:  

ƒ ƒ ƒ ƒ
ƒ ƒ1 2

1 1 1(0) (1)
2 2 2(x ) (x ) 1

1 1
2 2

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠′ ′+ = = = ,  (2)  

  Όμως  από τη σχέση  (1)  έχουμε : 
ƒ
ƒ

1 1

2 2

(x ) 2x

(x ) 2x

′ >
′ >

, και με πρόσθεση κατά μέλη παίρνουμε: 

( )
ƒ ƒ

2

1 2 1 2 1 2 1 2

1
(x ) (x ) 2x 2x 1 2x 2x x x

2
′ ′+ > + ⇔ > + ⇔ + <  , 
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  που είναι άτοπο, καθώς      
1

2

1
0 x

2
1

x 1
2

⎧ < <⎪⎪
⎨
⎪ < <
⎪⎩

  

  Επομένως o ισχυρισμός ότι στο  [ )0,1  είναι w(x) 0≠  δεν ευσταθεί. Οπότε θα υπάρχει  

( )ξ 0,1∈   τέτοιο, ώστε  ƒw(ξ) 0 (ξ) 2ξ′= ⇔ =   (το  ξ αυτό δεν μπορεί  να  είναι  ίσο με  0  

αφού  w(0) 0> ). 
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