
 

Η Γευμεηπία οπγανώνει ηη ζκέτη 
ηνπ Δπγέληνπ Αγγειφπνπινπ 

 

 Η Πξνειιεληθή Γεσκεηξία είλαη, απ’φζν γλσξίδνπκε, ζπιινγή εκπεηξηθψλ παξα-

ηεξήζεσλ θαη θαλφλσλ, θαη θηήκα κηαο θάζηαο εηδηθψλ. ηελ αξραία Διιάδα ε Γεσ-

κεηξία απνθηά ηα ραξαθηεξηζηηθά επηζηήκεο:  

 Πξψηνλ νξηνζεηεί ην αληηθείκελφ ηεο: κειέηε ησλ ζρεκάησλ, ησλ ηδηνηήησλ ηνπο 

θαη ησλ ζρέζεψλ ηνπο. Καη φηαλ ιέκε ηδηφηεηεο θαη ζρέζεηο κηιάκε γηα θαζνξηζκέλα 

πξάγκαηα. ε αληίζεζε κε ηε θηινζνθία ή/θαη ηε ζενινγία, δελ αλαξσηηέηαη γηα ην 

θαηά πφζνλ ηα ηξίγσλα θαη νη θχθινη έρνπλ ςπρή ή ειεχζεξε βνχιεζε. Σα εξσηήκα-

ηά ηεο είλαη πνιχ πην πεδά, θαη θαηά θαλφλα απνθξίζηκα (παξφηη αθφκε θαη ζήκεξα 

ππάξρνπλ άιπηα πξνβιήκαηα ζηα Μαζεκαηηθά πνπ δε γλσξίδνπκε αλ κπνξνχλ λα 

απαληεζνχλ). 

 Γεχηεξνλ, νξίδεη κηα κέζνδν πξνζέγγηζεο ησλ πξνβιεκάησλ πνπ κπνξεί λα δηα-

ηππψζεη. Απηή είλαη ε απφδεημε. Οη γεσκεηξηθέο απνδείμεηο δελ είλαη ζέκα πίζηεο νχ-

ηε ππνηαθηηθήο απνδνρήο παηξνπαξάδνησλ θαλφλσλ. Δίλαη ζέκα πεηζνχο, θαη είλαη 

πξνζβάζηκε ζε φινπο φζνπο κπνξνχλ λα παξαθνινπζήζνπλ ηελ επηρεηξεκαηνινγία. 

Όπσο θαη ε ξεηνξηθή, είλαη άκεζα ζπλδεδεκέλε κε ην δεκόζην ιόγν δειαδή ηε Γε-

κνθξαηία. Με κφλε ηε δηαθνξά φηη ελψ ζηε ξεηνξηθή ππάξρεη αληίπαινο, ηνπ νπνίνπ 

ηα επηρεηξήκαηα νθείιεηο λα ζπληξίςεηο θαηαθεχγνληαο ζε φισλ ησλ εηδψλ ηα ηερλά-

ζκαηα, ζηε Γεσκεηξία αληίπαινο δελ ππάξρεη. Σνλ εαπηφ ζνπ νθείιεηο λα πείζεηο 

πξψηα, φηη απηφ πνπ λνκίδεηο πσο είλαη έηζη, είλαη φλησο έηζη.  

 Σξίηνλ απνηειεί έλα ζπλεθηηθφ ζψκα πξνηάζεσλ, έλα νηθνδφκεκα πνπ μεθηλάεη 

απφ θάπνηεο παξαδνρέο (νη νπνίεο ζηελ πάξνδν ηνπ ρξφλνπ κπνξνχλ λα αλαζεσξε-

ζνχλ (αιιά απηφ είλαη άιιε ηζηνξία) θαη πάλσ ηνπο ρηίδεη έλα νιφθιεξν νηθνδφκεκα. 

Πξφηππν βέβαηα γη’ απηφ απνηεινχλ ηα Σηοισεία ηνπ Δπθιείδε, απφ ηα πην πνιπδηα-

βαζκέλα έξγα ζηελ ηζηνξία ηεο αλζξσπφηεηαο. Καη εδψ πξέπεη λα ζεκεηψζνπκε φηη 

πξφθεηηαη γηα έλα έξγν φρη θιεηζκέλν ζηνλ εαπηφ ηνπ ζαλ απαχγαζκα ζνθίαο, αιιά 

αλνηρηφ ζε φισλ ησλ εηδψλ ηηο πξνεθηάζεηο, ηηο ζπκπιεξψζεηο, αιιά θαη ηηο αλαηξέ-

ζεηο.  

 

Γευμεηπία, η ππώηη επιζηήμη 

 Σν εξψηεκα πνπ κπαίλεη είλαη γηα πνην ιφγν ε Γεσκεηξία είλαη ε πξψηε επηζηήκε 

πνπ απνγαιαθηίδεηαη απφ ηε θηινζνθία. Δξψηεκα πνπ δελ κπνξεί βέβαηα λα απαληε-

ζεί πιήξσο, πνπ κπνξεί φκσο λα δηεξεπλεζεί. 

 Δίλαη πξνθαλέο φηη δεκνθξαηηθή δνκή πνιιψλ ειιεληθψλ πφιεσλ, θαη άξα ε θπ-

ξηαξρία ηνπ δεκφζηνπ ιφγνπ είλαη ζεκαληηθφο παξάγνληαο, δελ αξθεί φκσο απφ κφλνο 

ηνπ λα εμεγήζεη ην γηαηί ε Γεσκεηξία θαη φρη θάηη άιιν (ε Φπζηθή ή ε Χεκεία, πρ.).  

Απφ ηελ άιιε, πξέπεη λα ζεκεηψζνπκε φηη ε θαηαλφεζε θαη εξκελεία ελφο θφζκνπ 

πνιχπινθνπ θαη κεηαβαιιφκελνπ γίλεηαη πξνζθεχγνληαο ζε έλλνηεο θαη ζρέζεηο φζν 

ην δπλαηφλ πην απιέο. Γηα παξάδεηγκα, θάζε πιηθφ ζψκα είλαη κείγκα ηεζζάξσλ βα-

ζηθψλ ζπζηαηηθψλ (γε, αήξ, χδσξ, ππξ). Κάζε ζψκα δηαζέηεη κηα πξνλνκηαθή ζέζε 

ζηελ νπνία ηείλεη θαη γηα απηφ ηα βαξέα πέθηνπλ ελψ ηα ειαθξά αλεβαίλνπλ. Η χιε 

είλαη απείξσο δηαηξεηή – ή αληίζεηα, απνηειείηαη απφ άηνκα. Καη πνιιέο άιιεο εηθα-

ζίεο, εμαηξεηηθά ελδηαθέξνπζεο, αιιά νη νπνίεο δελ ζπλαξζξψλνληαη ζε απηφλνκε 

ζεσξία.  

 Αληίζεηα, νη βαζηθέο έλλνηεο θαη ζρέζεηο ηεο Γεσκεηξίαο, αθελφο είλαη απιέο: Δί-

λαη άκεζα ζπλδεδεκέλεο κε ηελ επνπηεία, κε ηελ αίζζεζε ηνπ ρψξνπ θαη ηελ νξγά-

λσζή ηνπ, πνπ είλαη βαζηθέο δσηηθέο ιεηηνπξγίεο: βλέπειρ αλ κπνξείο λα πηάζεηο έλα 



θξνχην ζε έλα δέληξν, πξηλ απιψζεηο ην ρέξη γηα λα ην πηάζεηο. Αθεηέξνπ νη βαζηθνί 

ηνπο ζπλδπαζκνί παξάγνπλ έλαλ αζηείξεπην πινχην πξνηάζεσλ πνπ κπνξνχλ λα νξ-

γαλσζνχλ θαη λα ηαμηλνκεζνχλ. εκεησηένλ φηη ζην θπζηθφ θφζκν δελ ππάξρνπλ νχ-

ηε επζείεο νχηε θχθινη, φηη νη γεσκεηξηθέο έλλνηεο είλαη εμηδαληθεπκέλεο θαη απαι-

ιαγκέλεο απφ θάζε πιηθφηεηα (γηα παξάδεηγκα, έλα ζεκείν δελ έρεη κέξε, άξα είλαη 

άηομο, φκσο έλα επζχγξακκν ηκήκα είλαη απείξσο δηρνηνκήζηκν, κε δηαδνρηθά ηκή-

καηα πνπ έρνπλ φιν θαη κηθξφηεξν κήθνο, αιιά έσοςν κήθνο, ελψ ην φξηφ ηνπο είλαη 

έλα ζεκείν ην νπνίν δελ έρεη κήθνο). Δίλαη φκσο έλλνηεο αξθεηά ηζρπξέο ψζηε λα α-

πνδίδνπλ θάπνηεο ηδηφηεηεο ησλ ζρεκάησλ πνπ απαληνχλ ζην θπζηθφ θφζκν. Όρη φιεο 

ηηο ηδηφηεηεο, αιιά απηέο πνπ απνθαζίδεη ε Γεσκεηξία λα αζρνιεζεί καδί ηνπο: χ-

γθξηζε (άξα θαη κέηξεζε), ζρεηηθή ζέζε, ηζφηεηα θαη νκνηφηεηα θηι. Καη δεκηνπξγεί 

έλα ππφβαζξν αξθεηά ζηέξεν ψζηε επάλσ ηνπ λα ζηεξηρηεί θαη ε κεραληθή ηνπ Αξρη-

κήδε, θαη ε αζηξνλνκία ηνπ Πηνιεκαίνπ, αιιά θαη ε κεηέπεηηα αλάπηπμε ησλ επη-

ζηεκψλ απφ ηνπο Άξαβεο, ηνπο Ιλδνχο, ή ηνπο Αλαγελλεζηαθνχο επξσπαίνπο. 

 

Θεμελιώδη επινοήμαηα ηηρ κλαζικήρ Γευμεηπίαρ 

 

 Απφ ηηο βαζηθφηεξεο ίζσο έλλνηεο ηεο θιαζηθήο Γεσκεηξίαο είλαη απηή ησλ άππη-

ηυν λόγυν. ε αληίζεζε κε ηελ πξνεπηζηεκνληθή αληηκεηψπηζε ησλ Ππζαγφξεησλ, νη 

νπνίνη δελ κπφξεζαλ λα ελζσκαηψζνπλ ηελ ηεηξαγσληθή ξίδα ηνπ αξηζκνχ 2 ζην ζχ-

ζηεκά ηνπο, θαζψο θαη’απηνχο ηα πάληα αλάγνληαη ζηνπο αθέξαηνπο αξηζκνχο, ε θα-

ηαζθεπή ηνπ Δπδφμνπ ελζσκαηψλεη φινπο ηνπο (ζεηηθνχο) άξξεηνπο κε ηξφπν ηζνδχ-

λακν κε ηε ζεσξία ησλ ηνκψλ ηνπ Νηέληεθηλη: Η ζχγθξηζε δχν ιφγσλ α θαη β επηηπγ-

ράλεηαη αλ βξεζεί έλαο ξεηφο ιφγνο (δειαδή έλα θνηλφ θιάζκα) κηθξφηεξνο ηνπ α θαη 

κεγαιχηεξνο ηνπ β, νπφηε α>β. Γειαδή θάζε άξξεηνο ιφγνο α ρσξίδεη ηνπο ξεηνχο 

ιφγνπο ζε δχν ζχλνια, φινπο φζνη είλαη κηθξφηεξνη απφ απηφλ θαη φζνη είλαη κεγαιχ-

ηεξνη απφ απηφλ. Καη ε ζχγθξηζε ιφγσλ είλαη εθηθηή ράξε ζηνλ ρηαζηί πνιιαπιαζηα-

ζκφ πνπ νδεγεί ζε ζχγθξηζε επζπγξάκκσλ ηκεκάησλ, δειαδή κεθψλ, ηα νπνία πξν-

θχπηνπλ απφ πνιιαπιαζηαζκφ κεθψλ κε αθεξαίνπο, δειαδή απφ πξφζζεζε κεθψλ. 

Όια απηά είλαη ηεθκεξησκέλα ινγηθά, αιιά θαη μεθηλνχλ απφ βαζηθέο εκπεηξίεο, ν-

πηηθέο θαη πξνκαζεκαηηθέο: φινη γλσξίδνπλ ηη είλαη ην κηζφ ή ην δηπιάζην ελφο κή-

θνπο. 

 πγγεληθή έλλνηα είλαη απηή ηνπ νξίνπ, πνπ πξνθχπηεη σο απνηέιεζκα κηαο αηέξ-

κνλεο δηαδηθαζίαο, θαη ηελ απαληάκε ζηε κειέηε κεθψλ, εκβαδψλ, θαη φγθσλ, ηδίσο 

φηαλ πξφθεηηαη γηα θακππιφγξακκα ζρήκαηα, αιιά φρη κφλν: ν φγθνο ηνπ ηεηξαέδξνπ 

ππνινγίδεηαη δηψρλνληαο δχν πξίζκαηα (ησλ νπνίσλ ν φγθνο είλαη ππνινγίζηκνο αλα-

γφκελνο ζε παξαιιειεπίπεδν) θαη θξαηψληαο δχν ηεηξάεδξα κε πιεπξά κηζή απφ ηελ 

αξρηθή. Δπαλαιακβάλνληαο πξνθχπηνπλ 2
Ν
 ηεηξάεδξα, ησλ νπνίσλ ν ζπλνιηθφο φ-

γθνο είλαη 1/4
Ν
 ηνπ αξρηθνχ θαη ηείλεη ζην κεδέλ (κε ζεκεξηλή νξνινγία) ρσξίο πνηέ 

λα κεδελίδεηαη
1
. Παξνκνίσο, ηα δηαδνρηθά εγγεγξακκέλα θαη πεξηγεγξακκέλα πνιχ-

γσλα δελ ηαπηίδνληαη πνηέ κε ηνλ θχθιν, θη φκσο ην φξην ησλ εκβαδψλ ηνπο είναι ην 

εκβαδφλ ηνπ θχθινπ. 

 ’ απηά ππάξρεη έλα παξάδνμν. ηνλ πξαγκαηηθφ θφζκν φιεο νη δηαδηθαζίεο είλαη 

πεπεξαζκέλεο. Γηα λα βξεηο έλαλ φγθν γεκίδεηο κε άκκν, λεξφ ή θξαζί απηφ πνπ ζέ-

ιεηο λα κεηξήζεηο θαη κεηά ην ρχλεηο ζε δνρεία γλσζηήο ρσξεηηθφηεηαο. Κη αλ δε 

βγαίλεη αθξηβψο, ζπγθξίλεηο χςε φηαλ ε δηαηνκή είλαη ζηαζεξή. Οκνίσο, φηαλ ζέιεηο 

λα ξάςεηο έλα παληειφλη, ν ξάθηεο ζνπ παίξλεη ηα κέηξα κε κηα κεδνχξα ηελ νπνία 

                                                 
1
 εκεησηένλ φηη ην απνηέιεζκα απηφ δελ κπνξεί λα απνδεηρηεί κε ζπάζηκν ηεο ππξακίδαο ζε πεπεξα-

ζκέλν αξηζκφ πξηζκάησλ: Πξφθεηηαη γηα έλα απφ ηα πεξίθεκα πξνβιήκαηα ηνπ Χίικπεξη , πνπ απα-

ληήζεθε ην 1900 απφ ηνλ Dehn. 



μεηπιίγεη θαη ηεληψλεη, φρη κε κηα αξζξσηή ηεζιαζκέλε. Γηαηί ινηπφλ ε Γεσκεηξία 

θαηαθεχγεη ζε αηέξκνλεο δηαδηθαζίεο φηαλ ζηελ πξάμε ππάξρνπλ απινχζηαηεο δηαδη-

θαζίεο πνπ δίλνπλ ην ίδην απνηέιεζκα;  

 Η απάληεζε εδψ είλαη δηπιή. Αθελφο ε πξαθηηθή κέηξεζε έρεη αλάγθε απφ ηελ 

πιηθή ππφζηαζε ησλ ζσκάησλ: Ο θαζέλαο κπνξεί λα ηεληψζεη κηα θισζηή, κε πνηα 

δηαδηθαζία ζθέςεο φκσο κπνξείο λα ηεληψζεηο κηα άπιε θακπχιε; Γχζθνιν, πνιχ 

δχζθνιν. Απφ ηελ άιιε, απφ ηε ζηηγκή πνπ ε αηέξκνλε δηαδηθαζία γίλεηαη απνδεθηή, 

εθαξκφδνληάο ηελ ιχλεηο ην πξφβιεκα κηα γηα πάληα. Έρεηο απνδείμεη όηι ο όγκορ 

θάζε πςπαμίδαρ είναι ηο ένα ηπίηο ηος ανηίζηοισος ππίζμαηορ, όηι ο λόγορ ηηρ πεπιθέ-

πειαρ ππορ ηη διάμεηπο θάζε κύκλος είναι π, θαη δελ ρξεηάδεηαη θάζε θνξά λα αδεηά-

δεηο κηα ππξακίδα θξαζί ζε κηζφθηια  θαη θαηνζηαξάθηα – αξθεί λα κεηξήζεηο κήθε. 

 Δλζσκαηψλνληαο ην δπλάκεη άπεηξν θαη πξνζεγγίδνληαο ην ζπλερέο κέζσ ηνπ δη-

αθξηηνχ, ε θιαζηθή Γεσκεηξία κπαίλεη κε ην πξψην ηεο βήκα ζηα βαζηά λεξά πνπ ρα-

ξαθηήξηζαλ ηελ εμέιημε ηεο καζεκαηηθήο ζθέςεο. Ο απεηξνζηηθφο ινγηζκφο, ην κέγα 

ζέκα ηεο δηαηήξεζεο ηδηνηήησλ κε ην πέξαζκα ζην φξην, ε αληηζηνίρηζε αιγεβξηθψλ 

ζρέζεσλ κε θακπχιεο θαη επηθάλεηεο, θαη ηφζα άιια ζηελ  θιαζηθή Γεσκεηξία εδξά-

δνληαη. 

 

Φιλοζοθικοί ζσολιαζμοί ηηρ κλαζικήρ Γευμεηπίαρ 

 

 Σα Σηοισεία είλαη έξγν κλεκεηψδεο, είλαη ππφδεηγκα έθζεζεο ελφο αμησκαηηθνχ 

ζπζηήκαηνο θαη ησλ ζπλεπεηψλ ηνπ. Ξεθηλάεη απφ ην ηη εζηί ζεκείν θαη θαηαιήγεη 

ζηελ χπαξμε θαη ηηο ηδηφηεηεο ησλ πέληε θαλνληθψλ πνιπέδξσλ. Αιιά ήδε απφ ηε 

ζπγγξαθή ηνπ δελ θαιχπηεη φιε ηε γεσκεηξηθή γλψζε ηεο επνρήο ηνπ: θάηη ηέηνην ζα 

ήηαλ αλέθηθην. Αληίζεηα, είλαη ην βηβιίν αλαθνξάο, πάλσ ζην νπνίν γίλνληαη ζρφιηα, 

πξνζζήθεο, πξνεθηάζεηο, αλαηξέζεηο απφ θαηνπηλνχο θαη ζχγρξνλνπο. 

 Πνιιά απφ ηα αξρηθά ζρφιηα είλαη θηινζνθηθνχ ηχπνπ θαη δελ πξνζζέηνπλ ηίπνηε 

ζην καζεκαηηθφ πεξηερφκελν. Καη αξθεηά πεγάδνπλ απφ ηηο ηδηαηηεξφηεηεο ηνπ απεί-

ξνπ θαη ηνπ κεδέλ: Η επζεία δελ απνηειείηαη απφ ζεκεία, δηφηη ηφηε απηά πνπ δελ έ-

ρνπλ κέγεζνο παξάγνπλ θάηη πνπ έρεη κέγεζνο (κήθνο απιαηέο). Όκσο ηα ζεκεία εκ-

θαλίδνληαη φηαλ νη επζείεο ηέκλνληαη, θαη ηξεηο επζείεο ζε γεληθή ζέζε νξίδνπλ ηξί-

γσλν κε ηξεηο θνξπθέο, θαη νη ζεκαληηθέο επζείεο ηνπ ηξηγψλνπ είλαη ζπληξέρνπζεο 

ζε άιια ζεκεία, νξζφθεληξα, θέληξα βάξνπο θηι. Όια απηά ηα ζεκεία πξνυπάξρνπλ 

ή εκθαλίδνληαη κεηά ηελ εθηέιεζε ηεο λνεηηθήο πξάμεο «ηνκή επζεηψλ»; Όπνηα απά-

ληεζε θαη λα δψζεη ν θηιφζνθνο ζε εξσηήκαηα ηέηνηνπ ηχπνπ νη απνδείμεηο θαη νη 

ηδηφηεηεο ησλ ζρεκάησλ δελ αιιάδνπλ.  

 Κνηηψληαο πξνζερηηθφηεξα, αλ απνδερηεί θαλείο φηη νη γξακκέο απνηεινχληαη απφ 

άπεηξν πιήζνο ζεκείσλ, πξνθχπηεη ην εμήο: Κάζε επζχγξακκν ηκήκα εθαξκφδεη α-

θξηβψο ζην δηπιάζηφ ηνπ κέζσ ηεο ζπλάξηεζεο x2x, θαη απηφ κπνξεί λα εθθξαζηεί 

γεσκεηξηθά, π.ρ. κε θαηαζθεπή ηξηγψλνπ κε πιεπξέο 1 θαη 2 θαη ζεψξεζε φισλ ησλ 

παξαιιήισλ πξνο ηελ ηξίηε πιεπξά (θαη κε πνιινχο άιινπο ηξφπνπο). Έηζη ην κη-

θξφηεξν έρεη ίζν πιήζνο ζεκείσλ κε ην κεγαιχηεξν, ελψ έρεη κηζφ κήθνο. Απηφ απιά 

ζεκαίλεη φηη νη γλσζηνί λφκνη ηεο αξηζκεηηθήο (θαζψο θαη ε παξαδνρή ηνπ Δπθιείδε, 

ηο μέπορ μικπόηεπο ηος όλος) παχνπλ λα ηζρχνπλ γηα ην φλησο άπεηξν. Χξεηάζηεθαλ 

πάλσ απφ 2000 ρξφληα γηα λα δακαζηεί ε έλλνηα ηνπ απείξνπ απφ ηνλ Καληφξ, ηνλ 

Ράζει, θαη ινηπνχο. Όζν φκσο κηιάκε γηα πεπεξαζκέλα κήθε, ε παξαδνρή ηνπ Δπ-

θιείδε ηζρχεη. Καζψο θαη φιε ε γεσκεηξία ησλ κεθψλ πνπ ζηεξίδεηαη πάλσ ηεο. 

 ρφιηα, εξκελείεο θαη παξαηεξήζεηο θηινζνθηθνχ ηχπνπ έγηλαλ άθζνλα πάλσ 

ζηνλ Δπθιείδε, ηδίσο ζηνπο νξηζκνχο ηνπ. Δπηηξέπεηαη λα νξίζεηο πξάγκαηα κε αξλε-

ηηθφ ηξφπν (νπ κέξνο νπζέλ, κήθνο απιαηέο); Δίλαη ε γσλία ποζόν, ποιόν, ή ζσέζη; 



πάληα νη αηηηάζεηο απηνχ ηνπ ηχπνπ νδεγνχλ ζε ζπκπεξάζκαηα κε καζεκαηηθφ ελδη-

αθέξνλ. Δίλαη ζαλ ε κακά θηινζνθία λα έρεη ζθπιηάζεη πνπ ην παηδάθη ηεο κεγάισζε 

θαη πνξεχεηαη κφλν ηνπ θαη ην θνξηψλεη κε άρξεζηεο ζπκβνπιέο
2
. Καη ελψ νη θηιφ-

ζνθνη αζρνινχληαη κε ηελ νληνινγηθή πιεπξά ησλ καζεκαηηθψλ ελλνηψλ, νη καζεκα-

ηηθνί αζρνινχληαη κε ην λα απνδεηθλχνπλ ζεσξήκαηα. 

 

Μαθημαηικοί ζσολιαζμοί ηηρ κλαζικήρ Γευμεηπίαρ 

 

 Βεβαίσο, δελ είλαη φιεο νη παξαηεξήζεηο ρσξίο επίπησζε. Δίλαη ζαθέο φηη δελ 

κπνξεί θαλείο λα νξίζεη φινπο ηνπο καζεκαηηθνχο φξνπο ρσξίο θαχιν θχθιν. Κάπνη-

νη φξνη νθείινπλ λα ζεσξεζνχλ εμαξρήο γλσζηνί θαη θνηλά απνδεθηνί, ππυηαπσικοί. 

Καηάινγνο πξσηαξρηθψλ φξσλ δελ ππάξρεη ζηνλ Δπθιείδε, είλαη απιά νη ιέμεηο πνπ 

εκθαλίδνληαη ρσξίο λα έρνπλ νξηζηεί (μέπορ, πέπαρ, ...). Απφ εθεί θαη πέξα εμεηάδεη 

θαλείο αλ νη νξηζκνί είλαη ιεηηνπξγηθνί ή φρη. Δίλαη αξθεηά εχθνιν λα δεη θαλείο φηη ν 

νξηζκφο ηνπ θχθινπ είλαη ιεηηνπξγηθφηαηνο: νπνπδήπνηε ππεηζέξρεηαη θχθινο ζηε 

ζπλέρεηα, ε ηζφηεηα ησλ απνζηάζεσλ ησλ ζεκείσλ ηνπ απφ ην θέληξν είλαη βαζηθφ 

δεδνκέλν. Αληίζεηα, ν νξηζκφο ηεο επζείαο (κείηαι εξίζος πάνυ ζ’ όλα ηα μέπη ηηρ, 

φ,ηη θη αλ απηφ ζεκαίλεη) δελ ρξεζηκνπνηείηαη πνπζελά. Απηφ πνπ ρξεζηκνπνηείηαη 

είλαη ε ειάρηζηε απφζηαζε ή, ηζνδχλακα, ε ηξηγσληθή αληζφηεηα. Καη κάιηζηα, ν Αξ-

ρηκήδεο πηνζεηψληαο ηνλ νξηζκφ ηεο ειάρηζηεο απφζηαζεο, κπνξεί θαη μεθεχγεη απφ 

ην επίπεδν θαη πξαγκαηεχεηαη γαησδαηζηθέο ζε δηάθνξεο επηθάλεηεο.  

 Γεληθψο, έρεη παξαηεξεζεί φηη ζηα Σηοισεία ππάξρνπλ πξάγκαηα πνπ ζεσξνχληαη 

δεδνκέλα ρσξίο λα έρνπλ ξεηά εηπσζεί, ςπόππηηα αξιώμαηα, θαη αξθεηνί ζρνιηαζηέο 

πξφηεηλαλ αλαδηαηππψζεηο ηνπ αμησκαηηθνχ ζπζηήκαηνο. Γηα παξάδεηγκα, απφ ην 

πξψην θηφιαο πξφβιεκα, ν Δπθιείδεο θαηαζθεπάδεη ηζφπιεπξν ηξίγσλν, παίξλνληαο 

ηελ ηνκή δχν ίζσλ θχθισλ ησλ νπνίσλ ε αθηίλα ηζνχηαη κε ηελ απφζηαζε ησλ θέ-

ληξσλ ηνπο. Απφ πνπ πξνθχπηεη φηη νη θχθινη έρνπλ θνηλφ ζεκείν; Δπεηδή «ην βιέ-

πνπκε»; Μήπσο ιείπεη έλα αμίσκα ηνπ ηχπνπ «Κάζε θιεηζηή γξακκή γ ρωξίδεη ην 

επίπεδν ζε δύν κέξε ηέηνηα ώζηε αλ δύν ζεκεία βξίζθνληαη ζε δηαθνξεηηθά κέξε, 

θάζε γξακκή πνπ ηα ελώλεη θόβεη ηε γ»;  

 Μπνξνχκε λα δνχκε φηη κε ηελ εηζαγσγή ησλ αξλεηηθψλ αξηζκψλ θαη ηεο άιγε-

βξαο, ην ζέκα κεηαγισηηίδεηαη: Αλ κηα παξάζηαζε f(x,y) κπνξεί λα πάξεη ζεηηθέο θαη 

αξλεηηθέο ηηκέο, θαη αλ ζηελ εμίζσζε f(x,y)=0 αληηζηνηρεί ε γξακκή γ, ηφηε ηα δχν 

κέξε απνηεινχληαη απφ ηα ζεκεία πνπ δίλνπλ δηαθνξεηηθφ (ζηαζεξφ) πξφζεκν ζηελ 

παξάζηαζε – γηα παξάδεηγκα, γηα ηνλ θχθιν ε γλσζηή εμίζσζε καο δίλεη x
2
+y

2
-r

2
<0 

γηα ην εζσηεξηθφ ηνπ θαη x
2
+y

2
-r

2
>0 γηα ην εμσηεξηθφ ηνπ. 

 Αληίζηνηρν αμίσκα ιείπεη θαη γηα ηηο άπεηξεο αλνηρηέο γξακκέο: Γχν εκηεπίπεδα 

ρσξίδνληαη απφ κηα επζεία: Μπνξεί θαλείο λα πάεη απφ ην έλα ζην άιιν ρσξίο λα πε-

ξάζεη απφ θάπνην ζεκείν ηεο; Μπνξείο λα παο απφ ηελ Διιάδα ζηε Βνπιγαξία ρσξίο 

λα δηαζρίζεηο ηα ζχλνξα; Μπνξείο, πεγαίλνληαο ζπλερψο λφηηα (παξφηη δελ είλαη θαη 

ν πην ζχληνκνο δξφκνο) γηαηί ε γε δελ είλαη επίπεδε. Καη γη’απηφ ηα πινία ηνπ Μαγ-

γειάλνπ θαηάθεξαλ θη έθαλαλ ην γχξν ηνπ θφζκνπ. Μπνξείο επίζεο λα ην θάλεηο φρη 

ζην Δπθιείδεην επίπεδν, αιιά ζην πξνβνιηθφ επίπεδν, πνπ πξνθχπηεη απφ ην Δπθιεί-

δεην πξνζζέηνληαο κία επζεία «ζην άπεηξν», ε νπνία θφβεη φιεο ηηο ππφινηπεο επζείεο 

θαη ζην νπνίν δελ ππάξρνπλ παξάιιειεο επζείεο. Δίλαη αμηνζεκείσην φηη έλα ηέηνην 

αμίσκα ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηελ απφδεημε ηεο χπαξμεο παξαιιήισλ επζεηψλ. Πξάγ-
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 Γηα κηα πην δηεμνδηθή αλαθνξά ησλ θηινζνθηθψλ ελζηάζεσλ ζηνπο νξηζκνχο ηνπ Δπθιείδε, βιέπε, 

π.ρ. Γηάλλεο Πιαηάξνο, http://www.scribd.com/doc/17542728/%CE%9F%CE%B9-

%CE%BF%CF%81%CE%B9%CF%83%CE%BC%CE%BF%CE%AF-%CF%84%CE%BF%CF%85-

%CE%95%CF%85%CE%BA%CE%BB%CE%B5%CE%AF%CE%B4%CE%BF%CF%85%CF%82 
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καηη, αλ ππνζέζνπκε φηη δχν επζείεο θάζεηεο ζηελ επζεία (ε) έρνπλ έλα θνηλφ ζεκείν, 

ην Α, ηφηε θαη ην ζεκείν Β, ζπκκεηξηθφ ηνπ Α σο πξνο ηελ (ε), είλαη θνηλφ θαη ζηηο 

δχν επζείεο. Αιιά ε επζεία πνπ πεξηέρεη ην Α θαη ην Β είλαη κνλαδηθή κφλνλ όηαλ 

ΑΒ. Μαο εγγπάηαη θαλείο φηη ηα δχν εκηεπίπεδα πνπ νξίδνληαη απφ ηελ (ε) δελ έ-

ρνπλ θνηλά ζεκεία; Όρη. Χξεηάδεηαη θάπνην επηπιένλ αμίσκα γηα λα απνθιεηζηεί ε 

πεξίπησζε Α=Β. 

 Καη κηα πνπ ην ζίμακε, αο ζπλερίζνπκε. Σν πέκπην επθιείδεην αίηεκα, ηεο κνλα-

δηθήο παξαιιήινπ απφ ζεκείν πξνο επζεία είλαη ίζσο απηφ γηα ην νπνίν έρεη ρπζεί ε 

πην πνιιή κειάλε, θαη πνπ έθεξε ηηο κεγαιχηεξεο αλαηξνπέο ζηε Μαζεκαηηθή επη-

ζηήκε. Ο Δπθιείδεο ηζρπξίδεηαη, ρσξίο απφδεημε, φηη απφ ζημείο εκηόρ εςθείαρ πεπνά-

ει μια μοναδική παπάλληλη εςθεία ππορ αςηή – ή, πην ζπγθεθξηκέλα, αν δύο εςθείερ 

ηέμνοςν μια ηπίηη και ηο άθποιζμα ηυν ενηόρ και επί ηα αςηά μέπη γυνιών είναι μικπό-

ηεπο ηυν δύο οπθών, ηόηε ηέμνονηαι ππορ αςηό ηο μέπορ (άξα, είλαη παξάιιειεο κφλν 

φηαλ απηφ ην άζξνηζκα είλαη δχν νξζέο, γηαηί αλ είλαη κεγαιχηεξν ηέκλνληαη απφ ηελ 

άιιε κεξηά).  

 Δπί αηψλεο κάηαηα πξνζπάζεζαλ νη καζεκαηηθνί φισλ ησλ εζλνηήησλ λα απνδεί-

μνπλ ην Πέκπην Αίηεκα βάζεη ησλ ππνινίπσλ αμησκάησλ ησλ Σηοισείυν. Η πεξηγξα-

θή φισλ απηψλ ησλ πξνζπαζεηψλ άλεηα ζα θάιππηε φρη κία αιιά πνιιέο δηαιέμεηο, 

θαη δελ ζα επεθηαζνχκε εδψ. Απηφ πνπ ζα επηζεκάλνπκε είλαη φηη νη πξνζπάζεηεο 

απφδεημεο κε ηελ εηο άηνπν απαγσγή δελ θαηαθέξλνπλ λα αλαδείμνπλ θακηά ινγηθή 

αληίθαζε αιιά αληίζεηα, ζρεκαηίδνπλ άιιεο ζεσξίεο Γεσκεηξίαο, ηηο ιεγφκελεο κε 

Δπθιείδεηεο, κε απνηειέζκαηα πνπ κπνξεί λα θαληάδνπλ απίζαλα, αιιά δελ κπνξνχλ 

λα απνξξηθζνχλ. Γηα παξάδεηγκα, αλ δχν ηξίγσλα είλαη φκνηα, ηφηε είλαη αλαγθαζηη-

θά ίζα. 

 Σν εξψηεκα πνπ κπήθε φηαλ εκθαλίζηεθαλ νη κε Δπθιείδεηεο Γεσκεηξίεο, ηνλ 
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 αηψλα, ήηαλ άιιε κηα θνξά θηινζνθηθνχ ηχπνπ: Αθνύ ππάξρνπλ πνιιέο δπλαηό-

ηεηεο, πνηα από όιεο ηηο Γεωκεηξίεο είλαη ε πην ζωζηή;  
 Σν εξψηεκα απηφ δελ έρεη καζεκαηηθή απάληεζε. Αθφκε ρεηξφηεξα, δελ ππάξρεη 

καζεκαηηθή απφδεημε φηη ηα Μαζεκαηηθά ζην ζχλνιφ ηνπο δελ πεξηέρνπλ αληηθάζεηο, 

νχηε φηη φια ηα εξσηήκαηα πνπ κπνξνχλ λα δηαηππσζνχλ είλαη απνθξίζηκα. Απιψο 

ηα καζεκαηηθά ιεηηνπξγνχλ θη εκείο ηα δνπιεχνπκε. Γελ είλαη ν θφζκνο, είλαη νηθν-

δνκήκαηα ζθέςεο πνπ κπνξεί θαη λα απνδίδνπλ πηπρέο ηνπ θφζκνπ.  

 Σν εξψηεκα επνκέλσο γηα ην πνηα Γεσκεηξία είλαη ε πην «ζυζηή» κπνξεί λα κε-

ηαθξαζηεί ζην πνηα απνδίδεη θαιχηεξα ηε δνκή ηνπ χκπαληνο, θάηη πνπ δελ αθνξά 

ηα καζεκαηηθά, γηαηί ην χκπαλ δελ είλαη καζεκαηηθφ αληηθείκελν. Δίλαη ελδερνκέ-

λσο πξφβιεκα Φπζηθήο, πνπ θη απηφ κπνξεί πνηέ λα κελ απαληεζεί γηαηί δε γλσξί-

δνπκε αλ ην χκπαλ είλαη πεπεξαζκέλν ή άπεηξν, θαη νχηε θαλ είλαη ζίγνπξν φηη νη 

έλλνηεο ηνπ πεπεξαζκέλνπ θαη ηνπ απείξνπ κπνξνχλ λα ραξαθηεξίζνπλ ην χκπαλ. 

 Αληίζεηα, ηα Μαζεκαηηθά κπνξνχλ λα δψζνπλ κηα απάληεζε άιινπ ηχπνπ, θαη 

ηελ έρνπλ δψζεη: Αλ ηζρύεη νπνηαδήπνηε από ηηο γεωκεηξίεο πνπ πξνθύπηνπλ από 

ηηο δηαθνξεηηθέο απαληήζεηο ζην Πέκπην Αίηεκα (κία παξάιιεινο, δύν ή θακία), 

ηόηε ηζρύνπλ θαη νη ππόινηπεο. Γειαδή ή φιεο είλαη ζσζηέο ή φιεο ιάζνο, Σν πνηα 

είλαη ε καλύηεπη είλαη απιψο ζέκα γνχζηνπ. 

 Η απάληεζε απηή, πνπ νθείιεηαη βαζηθά ζηνλ Πνπαλθαξέ, ηζρχεη, γηαηί κέζα ζε 

θαζεκηά απφ απηέο ηηο Γεσκεηξίεο κπνξείο λα θαηαζθεπάζεηο κνληέια πνπ λα απνδί-

δνπλ πηζηά ηηο άιιεο δχν, αιιάδνληαο ηελ εξκελεία ησλ φξσλ θαη θξαηψληαο κφλν ηηο 

ζρέζεηο κεηαμχ ηνπο. Γηα παξάδεηγκα, αλ ζηελ Δπθιείδεηα Γεσκεηξία νλνκάζνπκε 

επίπεδν ην εζσηεξηθφ ελφο θπθιηθνχ δίζθνπ, επζείεο ηηο ρνξδέο ηνπ θαη παξάιιειεο 

ηηο ρνξδέο πνπ δελ ηέκλνληαη μέζα ζην δίζθν, έρνπκε έλα κνληέιν ππεξβνιηθήο γεσ-



κεηξίαο, αλ πάξνπκε ηελ επηθάλεηα ηεο ζθαίξαο θη νξίζνπκε σο ζεκείν θάζε δεχγνο 

δηακεηξηθά αληίζεησλ ζεκείσλ έρνπκε ηελ ειιεηπηηθή γεσκεηξία.  

 

Η ανάπηςξη ηηρ Γευμεηπίαρ: η θευπία και οι αναδιαηάξειρ ηηρ 

 

 Η αλάπηπμε ηεο Γεσκεηξίαο (θαη ίζσο θάζε επηζηεκνληθνχ θιάδνπ) ζηεξίδεηαη ζε 

δχν θαηλνκεληθά αληίζεηνπο πφινπο: ηελ παξάδνζε θαη ηελ αλαηξνπή. Αλάπηπμε ζε-

καίλεη παξαγσγή λέαο γλψζεο, θαη απηφ απαηηεί ηε ρξήζε ηεο ήδε ηεθκεξησκέλεο, 

απαηηεί ηε δηαηχπσζε εξσηεκάησλ κέζα ζηα πιαίζηα ηεο ππαξθηήο ζεσξίαο. Όζν θα-

ιχηεξα θαηέρεηο ηελ παξάδνζε, ηφζν πην εχθνια κπνξείο λα ηελ εκπινπηίζεηο – γηαηί 

ν εκπινπηηζκφο είλαη ην δεηνχκελν, ε επηζηήκε είλαη δσληαλφ είδνο θη φρη κνπζεηαθφ.  

 Απφ ηελ άιιε, ε παξαπέξα δηεξεχλεζε κπνξεί λα θαηαδείμεη ειιείςεηο θαη αδπ-

λακίεο ηεο αξρηθήο ζεσξίαο, κέρξη θαη ζθάικαηα ή παξαδνρέο πνπ απνδεηθλχνληαη 

άζρεηεο κε ην φιν νηθνδφκεκα. Οη πξνζπάζεηεο ηθαλνπνηεηηθήο αλαδηαηχπσζεο ηνπ 

αμησκαηηθνχ ζπζηήκαηνο ησλ Σηοισείυν, απφ ηελ αξραηφηεηα κέρξη (αο πνχκε) ηε 

δηαηχπσζε ηνπ Χίικπεξη, δείρλνπλ πψο ε θξηηηθή, ε αλαηξνπή θαη ε αλνηθνδφκεζε 

απνηεινχλ ζπζηαηηθφ ζηνηρείν ηεο αλάπηπμεο.  

 Γελ είλαη φκσο κφλν ε θξηηηθή πνπ θέξλεη αλαηξνπέο. Δίλαη θαη ε ζπζζψξεπζε 

λέαο γλψζεο πνπ θσηίδεη ηελ παιηά κε δηαθνξεηηθφ ηξφπν. Νέεο έλλνηεο εηζάγνληαη 

σο ζπληνκνγξαθίεο, σο ηερλάζκαηα ππνινγηζκνχ πνπ απινπνηνχλ ηε δηεξεχλεζε γηα-

ηί απνθεχγεηο ηελ πεξηπησζηνινγία. Γηα παξάδεηγκα, νη αξλεηηθνί αξηζκνί επηηξέπνπλ 

λα θάλεηο δηαδνρηθέο πξάμεηο κε γσλίεο ρσξίο λα εμεηάδεηο θάζε θνξά πνηα γσλία εί-

λαη κηθξφηεξε γηα λα ηελ αθαηξέζεηο απφ ηε κεγαιχηεξε, ή εάλ αληίζεηα ρξεηάδεηαη 

λα ηηο πξνζζέζεηο γηαηί ε ηειεπηαία πιεπξά πέθηεη έμσ απφ ην ζρήκα. Δηζάγνληαο ηελ 

πξνζαλαηνιηζκέλε γσλία, κε αξρηθή θαη ηειηθή πιεπξά, έρεηο πιένλ λα θάλεηο αιγε-

βξηθά αζξνίζκαηα, θαη ην ηειηθφ πξφζεκν ζνπ δίλεη θαη ηε ζέζε ηεο ηειηθήο εκηεπ-

ζείαο ζε ζρέζε κα ηελ αξρηθή. 

 Κάζε λέα ζρέζε πνπ απνδεηθλχεηαη ιχλεη έλα πξφβιεκα αιιά κπνξεί λα γελλήζεη 

ρηιηάδεο άιια, θάζε λέα έλλνηα πνπ εηζάγεηαη αξρηθά σο απιφ βνήζεκα, κπνξεί λα 

απνρηήζεη ηέηνηα ιεηηνπξγηθφηεηα, ψζηε λα αλαδηαηάμεη ην ζεσξεηηθφ νηθνδφκεκα, 

λα αλαδείμεη θξπκκέλεο ιεπηνκέξεηεο σο ζεκαληηθέο ή αληίζεηα λα κεηαηξέςεη δεηή-

καηα πνπ κέρξη ηφηε ινγίδνληαλ ζεκειηψδε, ζε απιέο ππνπεξηπηψζεηο: Αθφκε θαη ην 

Πέκπην Αίηεκα ράλεη ηε ζεκειηαθή ηνπ αμία (φρη ηελ ηζηνξηθή ηνπ) κεηά απφ ηελ πα-

ξέκβαζε ηνπ Κιάηλ: Μηα γεωκεηξία νξίδεηαη όηαλ γλωξίδνπκε ηελ νκάδα κεηαζρε-

καηηζκώλ πνπ ζηέιλνπλ ηα ζρήκαηα ζε ζρήκαηα ίζα πξνο ηα αξρηθά (δειαδή ηηο 

ηζνκεηξίεο). Ιζηνξηθά, πξψηα κπήθε ην εξψηεκα ηεο ηζφηεηαο ζρεκάησλ θαη πνιχ 

κεηαγελέζηεξα ην εξψηεκα πνηεο πξάμεηο δηαηεξνχλ ηελ ηζφηεηα. Πεξίπνπ φπσο ν 

άλζξσπνο πξψηα καζαίλεη λα πεξπαηάεη θαη πνιχ κεηά πψο ιεηηνπξγεί ην κπτθφ ζχ-

ζηεκα. 

 Η ηζηνξία ησλ Μαζεκαηηθψλ θαη ηεο Γεσκεηξίαο εηδηθφηεξα, είλαη γεκάηε απφ 

ηέηνηεο σζήζεηο: Γηα παξάδεηγκα, ν απεηξνζηηθφο ινγηζκφο (θαη εηδηθφηεξα ην αλά-

πηπγκα Taylor) επηηξέπεη ηε δηαβάζκηζε ηεο επαθήο κεηαμχ θακππιψλ θαη θάπνηα 

ηαμηλφκεζε ηδηαδφλησλ ζεκείσλ, ηνλ νξηζκφ ηνπ εγγχηαηνπ θχθινπ θαη ηνπ θέληξνπ 

θακππιφηεηαο, ησλ γαησδαηζηθψλ θακππιψλ κηαο επηθάλεηαο, θαη πνιιά άιια. Μπν-

ξνχκε έηζη λα πεξάζνπκε απφ κηα θακπχιε Κ ζηελ αλεπηπγκέλε θακπχιε Κ΄ (ηνλ 

ηφπν ησλ θέληξσλ θακππιφηεηαο ηεο Κ), θαη λα αλαξσηεζνχκε αλ, κε δηαδνρηθέο ε-

θαξκνγέο απηήο ηεο πξάμεο, επηζηξέθνπκε πνηέ ζηελ Κ. Χσξίο ηηο λέεο έλλνηεο, έλα 

ηέηνην (απιφ θαηά ηα άιια) εξψηεκα δελ ζα κπνξνχζε λα δηαηππσζεί – θαη δελ δηα-

ηππψζεθε.  



 Σα παξαδείγκαηα αθζνλνχλ. Απηφ πνπ ζα κπνξνχζακε λα ζπκπεξάλνπκε απφ ηηο 

ζπλερφκελεο αλαδηαηάμεηο ηεο ζεσξίαο, είλαη φηη θάζε Μαζεκαηηθή έλλνηα είλαη θάηη 

πνιχ παξαπάλσ απφ έλαλ νξηζκφ, είλαη νιφθιεξν ην πιέγκα ζρέζεσλ πνπ ηελ ζπλδέ-

εη κε ηηο ππφινηπεο. Χαξαθηεξίδεηαη δειαδή απφ κηα δηπιή ηζηνξηθόηεηα: Αθελφο ε 

πξνθαλήο σπονική ηζηνξηθφηεηα, πνπ ζεκαίλεη πφηε κηα έλλνηα εηζάγεηαη θαη κε πνηα 

ρξνληθή δηαδνρή απνδεηθλχνληαη νη δηάθνξεο πξνηάζεηο πνπ ηελ αθνξνχλ. Αθεηέξνπ 

δομική, πνπ ζεκαίλεη πνηεο άιιεο έλλνηεο θαη πξνηάζεηο πξέπεη λα ζεσξνχληαη γλσ-

ζηέο γηα λα εηζαρζεί (αλ είλαη πξσηαξρηθή θακία), θαη, αληίζεηα, πνηεο πξνηάζεηο (α-

ληίζηνηρα, έλλνηεο) ζηεξίδνληαη ζ’ απηήλ (θαη ηηο κέρξη «ηψξα» ηδηφηεηέο ηεο) γηα λα 

απνδεηρηνχλ (αληίζηνηρα, λα εηζαρζνχλ).  

 Δίλαη ζαθέο φηη ε δνκηθή ηζηνξηθφηεηα κεηαβάιιεηαη αλάινγα κε ηηο αλαδηαηάμεηο 

ηεο ζεσξίαο: Σν κήθνο (ή ε απφζηαζε) είλαη πξσηαξρηθή έλλνηα ζηνλ Δπθιείδε. Αλ 

φκσο μεθηλήζεηο απφ ηελ αλαιπηηθή γεσκεηξία, ην κήθνο δίλεηαη απφ κηα ηεηξαγσλη-

θή ξίδα αζξνίζκαηνο ηεηξαγψλσλ. Αθφκε θαιχηεξα, αλ μεθηλήζεηο απφ ην πξνβνιηθφ 

επίπεδν κπνξείο εχθνια λα πεξάζεηο ζην Δπθιείδεην, απνκνλψλνληαο κηα ηπραία επ-

ζεία πνπ ηελ νλνκάδεηο «επζεία ηνπ απείξνπ», ψζηε ην Δπθιείδεην επίπεδν λα είλαη ην 

ζπκπιεξσκαηηθφ ηεο ππνζχλνιν. Δπηιέγεηο δχν ζεκεία ζηελ επζεία ηνπ απείξνπ, ηα 

ιεγφκελα «θπθιηθά ζεκεία», θαη νλνκάδεηο θχθινπο ηηο θσληθέο ηνκέο πνπ δηέξρνληαη 

απφ απηά. Φέξεηο ηηο επζείεο πνπ ελψλνπλ ην έλα ζεκείν (Α) κε ηα δχν θπθιηθά, θαη 

ζεσξείο ηελ θσληθή ηνκή πνπ πεξλάεη απφ ην Β θαη εθάπηεηαη ζηηο δχν επζείεο κε 

ζεκεία επαθήο ηα θπθιηθά ζεκεία. Απηή ε θσληθή ηνκή είλαη εμ νξηζκνχ ν θχθινο 

θέληξνπ Α θαη αθηίλαο ΑΒ. Απηφ καο δίλεη ηελ απφζηαζε ησλ ζεκείσλ Α θαη Β θαη 

πξέπεη κεηά λα απνδείμεηο ηηο ηδηφηεηέο ηεο θαη ηελ ακεηαβιεηφηεηά ηεο. Έηζη, ε α-

πφζηαζε παχεη λα είλαη πξσηαξρηθή έλλνηα, ε δνκηθή ηεο ηζηνξηθφηεηα κεηαβάιιε-

ηαη
3
.  

 Σέινο, ε δνκηθή ηζηνξηθφηεηα δελ αθνξά κφλν ην corpus ηεο επηζηήκεο, αιιά θαη 

ηελ πξφζιεςή ηνπ απφ θάζε ππνθείκελν: Κάπνηνο πνπ δελ έρεη δηδαρηεί πνηέ Αλαιπ-

ηηθή ή Πξνβνιηθή Γεσκεηξία ζα ζεσξεί ηελ απφζηαζε πξσηαξρηθή έλλνηα – θαη θαιά 

ζα θάλεη. Απηφ έρεη ηδηαίηεξε ζεκαζία γηα ηε δηδαζθαιία: Μπνξεί ν δάζθαινο λα εη-

ζάγεη ηηο λέεο έλλνηεο κε ηξφπν πνπ λα ηαηξηάδνπλ αξκνληθά κε ηε δνκηθή ηζηνξηθφηε-

ηα πνπ ππάξρεη ζηα θεθάιηα ησλ καζεηψλ ηνπ, παξφηη ζηε δηθή ηνπ ζεσξεηηθή δνκή 

κπνξεί απηέο νη έλλνηεο λα είλαη φρη κφλν παιηέο, αιιά θαη ηεηξηκκέλεο, αθφκε θαη 

άρξεζηεο; Η ιαζεκέλε αληηκεηψπηζε απηνχ ηνπ δεηήκαηνο νδεγεί πνιιά παηδηά ζηε 

ζρνιηθή απνηπρία θαη ζην κίζνο γηα ηα Μαζεκαηηθά. Η άθξηηε εηζαγσγή ηεο πλνιν-

ζεσξίαο ζηα ζρνιηθά Μαζεκαηηθά είλαη ίζσο ην γιαθπξφηεξν παξάδεηγκα κηαο γελη-

θεπκέλεο απνηπρίαο.  

 

Η Γευμεηπία ζηην κοινυνία και ζηο ζσολείο 
 

 ηε ζεκεξηλή επνρή ηεο θπξηαξρίαο ηεο εηθφλαο ζα κπνξνχζε θαλείο λα πεη φηη ε 

Γεσκεηξία βξίζθεηαη πίζσ απφ θάζε ηερλνινγηθή εθαξκνγή. Πέξα απφ ηηο θιαζηθέο 

εθαξκνγέο (ζηαηηθή θαη αξρηηεθηνληθή, ηξνρηέο βιεκάησλ θαη ππξαχισλ, θαηαζθεπή 

θαθψλ θαη θάηνπηξσλ, θηι.) θαη ηε ρξήζε ησλ καζεκαηηθψλ ζηηο άιιεο επηζηήκεο 
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 Γηα πην ιεπηνκεξή αλάπηπμε βιέπε ηε δηάιεμή κνπ Πλούηορ και ιζηοπικόηηηα ηυν μαθημαηικών εν-

νοιών – ηο παπάδειγμα ηηρ γυνίαρ, 

http://venios.wordpress.com/2010/10/14/%CF%80%CE%BB%CE%BF%CF%8D%CF%84%CE%BF

%CF%82-%CE%BA%CE%B1%CE%B9-

%CE%B9%CF%83%CF%84%CE%BF%CF%81%CE%B9%CE%BA%CF%8C%CF%84%CE%B7%

CF%84%CE%B1-%CF%84%CF%89%CE%BD-

%CE%BC%CE%B1%CE%B8%CE%B7%CE%BC%CE%B1%CF%84/ 



(δνκή ηεο χιεο, έιηθα ηνπ DNA, θηι.) ππάξρνπλ θαη λεφηεξεο ηερλνινγηθέο εθαξκν-

γέο φπσο ε επεμεξγαζία εηθφλαο ή ηα επίπεδα κηθξνθπθιψκαηα. Γελ ρξεηάδεηαη λα ηηο 

απαξηζκήζεη θαλείο εμαληιεηηθά, νχηε θαλείο ππνζηεξίδεη φηη νη καζεηέο ησλ ζρν-

ιείσλ πξννξίδνληαη λα κάζνπλ φιεο ηηο ηερλνινγίεο. Αιινχ είλαη ην ζέκα: Μπνξνύλ 

ηα παηδηά ηωλ ζρνιείωλ, νη κειινληηθνί πνιίηεο λα αληηκεηωπίζνπλ ηα ζύγρξνλα 

ηερλνινγηθά ζαύκαηα (παηάο έλα θνπκπί θαη κηιάο κε ηελ άιιε άθξε ηνπ θφζκνπ) 

όρη ζαλ πξνϊόληα ππεξθπζηθήο καγείαο αιιά ζαλ θαηαλνεηά αλζξώπηλα επηηεύγ-

καηα; 
 Αλ απηφ είλαη έλαο απφ ηνπο βαζηθνχο ζηφρνπο ηεο εθπαίδεπζεο (θαη γηα κέλα εί-

λαη), έρεη κεγάιε ζεκαζία λα εμεηάζεη θαλείο ην ηι, ην πώρ θαη ην πόηε ηεο θάζε κεηα-

δηδφκελεο γλψζεο, ηφζν ζηε Γεσκεηξία φζν θαη ζε φια ηα καζήκαηα. Καη απηφ έρν-

ληαο πάληα ππφςε φηη είλαη αδχλαην λα δηδαρζεί νπνηνδήπνηε παηδί ρηιηεηίεο ζπζζσ-

ξεπκέλεο αλζξψπηλεο γλψζεο κέζα ζε δψδεθα ρξφληα. Η επηινγή είλαη απαξαίηεηε.  

 Σν ηι ζα δηδαρηεί έλαο καζεηήο είλαη ζπλπθαζκέλν κε ην γιαηί ζα ην δηδαρηεί. Δδψ 

θαη δεθαεηίεο ζηε ρψξα καο, ν ζηφρνο ηεο δηδαζθαιίαο είλαη ε ηαμηλφκεζε θάζε θιά-

ζεο ειηθίαο κέζσ παλειιήλησλ εμεηάζεσλ. Σα Μαζεκαηηθά θαηέρνπλ ζεκαληηθή ζέ-

ζε ζ’απηέο, αθελφο γηαηί έρνπλ αξθεηά κεγάιν βαζκφ πνιππινθφηεηαο, αθεηέξνπ 

γηαηί ν έιεγρνο ηνπ απνηειέζκαηνο (ζε αιγεβξηθή ή αξηζκεηηθή κνξθή) δελ επηδέρε-

ηαη ακθηζβήηεζε αλ ε εθθψλεζε είλαη θαηάιιειε. Καη γηα λα είλαη αθφκε πην κνλν-

ζήκαληα ηα πξάγκαηα, ε Γεσκεηξία έρεη θαηαξγεζεί ή αληηθαηαζηαζεί απφ γεσκεηξη-

θή επηθάιπςε αιγεβξηθψλ ππνινγηζκψλ, ελψ ε νξγάλσζε ηνπ πξνβιήκαηνο ζε 

«Σκέτη, Λύζη, Απάνηηζη» πνπ εηζαγφηαλ θάπνηε απφ ην Γεκνηηθφ, έρεη θαηαξγεζεί 

εδψ θαη δεθαεηίεο: Σα Μαζεκαηηθά έρνπλ ράζεη ηηο γισζζηθέο ηνπο ηδηφηεηεο, ελψ 

είλαη έλα θαηεμνρήλ γισζζηθφ κάζεκα, θαζψο απαηηεί νξζή δηαηχπσζε πξνηάζεσλ 

θαη αθξηβνινγία ελλνηψλ.  

 Σα Μαζεκαηηθά, θαη ε Γεσκεηξία ηδηαίηεξα, ηζρύνπλ όρη επεηδή ηα επηβάιιεη ν 

δάζθαινο, αιιά επεηδή ν δάζθαινο ηα εμεγεί. Δπεηδή δηαηππψλνπλ απνξίεο θαη δί-

λνπλ απαληήζεηο, επεηδή δείρλνπλ ην γηαηί ησλ πξαγκάησλ, επεηδή δακάδνπλ ην ά-

γλσζην ρξεζηκνπνηψληαο ην γλσζηφ, επεηδή θάζε κηθξφο καζεηήο κπνξεί λα κπεη ζηε 

ζέζε ηνπ θάζε Θαιή θαη λα απνδείμεη φηη νη κεζνθάζεηνη ηξηγψλνπ  ηέκλνληαη ζε έλα 

ζεκείν. Κάζε παηδί πνπ καζαίλεη Γεσκεηξία είλαη έλαο κηθξφο εξεπλεηήο πνπ παζρί-

δεη λα ζπλδπάζεη ηελ επνπηεία κε ηε λφεζε θαη ν ξφινο ηνπ δαζθάινπ είλαη ππνβνε-

ζεηηθφο. Η εθκάζεζε ηεο Γεσκεηξίαο είλαη –ζα φθεηιε λα είλαη– θαζνδεγνχκελε έ-

ξεπλα. Γη’ απηφ ε ζέζε ηεο ζηελ εθπαίδεπζε είλαη πνιχηηκε. 

 Δπνκέλσο, θαη ζχκθσλα κε φζα εμεηάζακε πξσηχηεξα, απηό πνπ πξνέρεη είλαη ε 

δνκή θαη όρη ε πνζόηεηα ηεο ύιεο. Πιεζψξα γλψζεσλ ρσξίο ζπλνρή είλαη απιά 

ζθνππίδηα ζηνλ εγθέθαιν, θαη ην κφλν πνπ κπνξνχλ λα παξάγνπλ είλαη εμαξηεκέλα 

αληαλαθιαζηηθά: Ποια είναι παιδί μος η παπάγυγορ ηος ημιηόνος α.σ; -άλθα ζςνημί-

ηονο α.σ, κύπιε. Μππάβο παιδί μος!  Αιιά ην παηδί απηφ κπνξεί θάιιηζηα λα ζνιψζεη 

κπξνζηά ζηελ παξάζηαζε d(sin3u)/du γηαηί δελ έρεη πνηέ θαηαλνήζεη ηελ έλλνηα με-

ηαβληηή. 

 Η αληίιεςε ηνπ ρψξνπ θαη ε ινγηθή σξίκαλζε δνκνχληαη ζηαδηαθά ζηνλ άλζξσ-

πν. Απφ ην βξέθνο πνπ παίδεη κε πιαζηηθά ζρήκαηα, εθαξκφδνληαο ηξίγσλα, ηεηξά-

γσλα θαη θχθινπο ζε αληίζηνηρεο ζήθεο, κέρξη ην παηδί πνπ δηπιψλνληαο έλα ράξηηλν 

ηξίγσλν ζηηο κέζεο ησλ πιεπξψλ ζε ηέζζεξα φκνηα ηξίγσλα εμεηάδεη εάλ θαη πφηε 

ζρεκαηίδνπλ ππξακίδα, θαη έσο ηνλ έθεβν πνπ αζρνιείηαη κε ηηο ηδηφηεηεο ηνπ θχ-

θινπ ησλ ελλέα ζεκείσλ ή ην παξαβνιηθφ θάηνπηξν, ππάξρεη ζηαδηαθή δηακφξθσζε 



ηεο γεσκεηξηθήο αληίιεςεο
4
. Πεξλψληαο δηάθνξα ζηάδηα, φπσο παξαηήξεζε – επα-

λάιεςε – θαηαζθεπή – πεηξακαηηζκφο – εμήγεζε – απφδεημε, νη έλλνηεο πιάζνληαη 

θαη αλαπιάζνληαη κέζα ζηνλ εγθέθαιν. Καη νθείινπλ λα κελ είλαη μεθξέκαζηεο, αι-

ιά λα ζπλδένληαη κεηαμχ ηνπο, αλαδηακνξθψλνληαο ηε δνκηθή ηζηνξηθφηεηα κέζα 

ζην θάζε ππνθείκελν. Να ζπλδένληαη κε ηα ήδε γλσζηά θσηίδνληάο ηα κε θαηλνχξην 

θσο
5
. Αληιψληαο απφ ηνλ πινχην ηεο ππάξρνπζαο ζεσξίαο, πξνζαξκνζκέλν ζηηο η-

θαλφηεηεο πξφζιεςεο θάζε ειηθίαο (θαη θάζε αηφκνπ), αιιά ρσξίο ππεξθφξησζε, 

ρσξίο θνξεζκφ, αθήλνληαο ρψξν ζηελ πεξηέξγεηα λα δνπιέςεη.  

 Ναη, ζπλδπάδνληαο επνπηεία θαη λφεζε, ε Γεσκεηξία δνκείηαη θαη δνκεί ηε ζθέ-

ςε. Σνπιάρηζηνλ φηαλ ηεο αθήλνπλ ην πεδίν ειεχζεξν, φηαλ δελ ηελ πλίγνπλ.  

 

Ανηί επιλόγος: Ο κύκλορ ηυν εννέα ζημείυν και η οπθοκενηπική ηεηπάδα 
 

 Σν παξαθάησ παξάδεηγκα δείρλεη πψο κπνξνχλ λα ζπζρεηίδνληαη δηάθνξεο έλλνη-

εο ζε έλα ζρήκα. 

 Ο ιεγφκελνο θχθινο ηνπ Euler έρεη κάιινλ εηζαρζεί απφ άιινπο καζεκαηηθνχο 

(Brianchon θαη Poncelet ην 1821,  Feuerbach ην 1822, Terquem επίζεο). Κάπνπ 40 

ρξφληα κεηά ν Hamilton (1862) απέδεημε φηη νη ηξεηο θνξπθέο ελφο ηξηγψλνπ ABC κα-

δί κε ην νξζφθεληξν H απνηεινχλ νξζνθεληξηθή ηεηξάδα, δειαδή θάζε ζεκείν κεηα-

μχ ησλ {Α,Β,C,Η} είλαη ην νξζφθεληξν ηνπ ηξηγψλνπ πνπ ζρεκαηίδνπλ ηα άιια ηξία. 

Οη απνδείμεηο ησλ ελλέα ζεκείσλ θαη ηεο ηεηξάδαο είλαη ζηνηρεηψδεηο. 

                                                 
4
 Πνηέ δελ πξέπεη λα ππνηηκάηαη ν παηδεπηηθφο ξφινο ηνπ πα;ηληδίνπ: Έρεη πάληα πεηξακαηηθφ ραξα-

θηήξα εμάζθεζεο ηθαλνηήησλ, έρεη θαλφλεο. Καη πνιιά παηρλίδηα ζπκβάιινπλ ζηελ έκπξαθηε πξν-

ζρνιηθή αθνκνίσζε γεσκεηξηθψλ ελλνηψλ φπσο νη θαηαζθεπέο κε μπιάθηα ή κε Λέγθν, ην θνπηζφ, ην 

θξπθηφ, ην δίπισκα ηνπ ραξηηνχ ζε θαξαβάθη ή δσάθη, ή αθφκε ε επηινγή κηαο εληνιήο αλάκεζα ζε 

νρηψ, γξακκέλεο ζε δηπισκέλν ραξηί πνπ αλνηγνθιείλεη αλάκεζα ζε ηέζζεξα δάρηπια.   
5
 Απφ ηε ζηηγκή πνπ πηζηνπνηείηαη πσο γσλίεο εγγεγξακκέλεο ζην ίδην ηφμν είλαη ίζεο, ν θχθινο γίλεηαη 

πξαγκαηηθά ην κάηι άλλο απ’φηη πξηλ: έλα επηπιένλ εξγαιείν ζχγθξηζεο γσληψλ.  



 

  

 Με ηειείσο ζηνηρεηψδε ηξφπν απνδεηθλχεηαη επίζεο φηη:  

- Σα 4 ηξίγσλα έρνπλ ην ίδην νξζηθφ ηξίγσλν (Η1Η2Η3) , ηνλ ίδην θχθιν ησλ 9 ζεκεί-

σλ, θαη νη πεξηγεγξακκέλνη θχθινη ηνπο είλαη ίζνη. 

- Γχν ηξίγσλα ηεο ηεηξάδαο έρνπλ κηα θνηλή πιεπξά, έλα θνηλφ χςνο ελψ νη ππφινη-

πεο πιεπξέο ηνπ ελφο είλαη χςε ηνπ άιινπ θαη αληίζηξνθα. 

- Οη επζείεο IkJk πνπ ζπλδένπλ ηα κέζα νκφινγσλ πιεπξψλ θαη πςψλ είλαη δηάκεηξνη 

ηνπ θχθινπ ησλ 9 ζεκείσλ θαη κεζνθάζεηνη ηνπ νξζηθνχ ηξηγψλνπ. 

- Οη ηξεηο πιεπξέο θαη ηα ηξία χςε ελφο ηξηγψλνπ ηεο νξζνθεληξηθήο ηεηξάδαο είλαη 

νη έμη εζσηεξηθέο θαη εμσηεξηθέο δηρνηφκνη ηνπ νξζηθνχ ηξηγψλνπ, θαη ηα ζεκεία 

{Α,Β,C,Η} είλαη ηα θέληξα ηνπ εγγεγξακκέλνπ θαη ησλ παξεγγεγξακκέλσλ θχθισλ 

ζην νξζηθφ ηξίγσλν.  

- Γηα θάζε ηξίγσλν ηεο νξζνθεληξηθήο ηεξάδαο, ην νξζφθεληξφ ηνπ, ην θέληξν βάξνπο 

ηνπ θαη ην θέληξν ηνπ πεξηγεγξακκέλνπ θχθινπ ζ’απηφ είλαη επζπγξακκηζκέλα κε ην 

θέληξνπ ηνπ (θνηλνχ θαη ζηα ηέζζεξα) θχθινπ ησλ 9 ζεκείσλ ζε ζηαζεξέο αλαινγίεο. 

 Αλ πξνζζέζεη θαλείο φηη ν θχθινο ησλ 9 ζεκείσλ εθάπηεηαη κε ηνλ εγγεγξακκέλν 

θαη ηνπο ηξεηο παξεγγεγξακκέλνπο θαζελφο απφ ηα 4 ηξίγσλα ηεο νξζνθεληξηθήο ηε-

ηξάδαο (Feuerbach), δειαδή 4Χ4=16 λέα ζεκεία, δχζθνια απνθεχγεη έλαλ πξψην 

ίιηγγν. Μεηά, αλ έρεη θέθη, δηαηππψλεη εξσηήκαηα θαη εηθαζίεο. 

 

.................................... 
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